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In den letzten Jahren erschienen viele Arbeiten, in denen Gruppen durch 
die Struktur der Durchschnitte verschiedener 2-Sylow Gruppen gekenn- 
zeichnet wurden. Die wohl erste Arbeit dieser Art stammt von Suzuki [32]. 
Hier wurden alle Gruppen bestimmt, in denen der Durchschnitt zweier 
verschiedener Sylow 2-Untergruppen stets trivial ist. Von Mazurow [28] 
und Herzog [22; 231 wurde dies auf den Fall erweitert, da0 die Durchschnitte 
zyklisch sind. Der Autor [30] hat diese Arbeiten auf den Fall verallgemeinert, 
daR alle Durchschnitte abelsch sind. Aschbacher [2] hat eine andere Msglich- 
keit der Verallgemeinerung von Suzukis Arbeit angegeben. Er definiert eine 
kbGruppe als eine Gruppe, in der der Durchschnitt zweier verschiedener 
Sylow 2-Untergruppen niemals eine elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung Fz {- 1 enthglt. In diesem Sinne wlren die im Titel angesprochenen 
Gruppen 31-Gruppen. So wollen wir sie such weitherhin bezeichnen. 
Aschbacher selbst hat in [2] alle ll-Gruppen bestimmt. Der Autor hat in 
[31] alle 21-Gruppen bestimmt. Das Ziel dieser Arbeit ist es alle quasi- 
einfachen 3I-Gruppen zu bestimmen, wobei wir unter einer quasieinfachen 
Gruppe G eine Gruppe mit G x G’und einfacher Zentrumsfaktorgruppe 
verstehen. Es sol1 das folgende Theorem bewiesen werden. 
THEOWEM. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe mit O(G) = 1. Dunn ist 
G zu einer der folgenden Gruppen i.romorph. 
(9 SWd, SLdq), Sudd, Wq), SPdd, q uw-rade 
(ii) Eine perfekte aentrale Erweiterung von Jz oder A, durch 2, . 
(iii) Eine perfekte sentrule Erweiterung von L,(4) durch eine zyklische 
Grup$e von der Ordnung vier. 
(iv) Einer perfekte zentrale Erweiterung von Sz(8) durch eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung hijchstens vier. 
(4 L2(d -GM7 Wdj G(q), D4Yd9 q uwrade 
(vi) %q), L,(q), u,(q), q gerade 
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(vii) Eine Gruppe vom Janko-Ree-Typ 
(viii) A, , Mr, , Mr, 
(ix) O’Nan’s sporadische einfache Gruppe. 
Da alle Gruppen, die keine elementar abelschen Untergruppen von der 
Ordnung 16 enthalten, 3I-Gruppen sind, erhalten wir das folgende Korollar. 
KOROLLAR. Sei G eine endliche einfache Gruppe, die keine elementar abelsche 
fintergruppe von der Ordnung 16 enthalt. Dann ist G zu L,(q), L,(q), Us(q), 
G(q), D,‘(q), q ungera4 L,(8), u,(4), u&3), S48), 4 , nfll , Ml2 , O’Nan’s 
sporadischer einfacher Gruppe oder einer Gruppe vom Janko-Ree-Typ isomorph. 
Zu den Bezeichnungen des Theorems ist zu sagen, da8 wir unter einer 
Gruppe vom Janko-Ree-Typ eine einfache Gruppe G verstehen, die eine 
elementar abelsche Sylow 2-Untergruppe von der Ordnung acht besitzt. 
Weiter hat G eine Involution i, so daR C,(i) zu 2, x L,(q) isomorph ist. 
Der Beweis des Theorems gliedert sich in zwei Abschnitte. Im ersten 
Abschnitt werden die Gruppen untersucht, die keine 2-lokale Untergruppe 
besitzten, die nicht auflijsbar und 2-constrained ist. Im zweiten Abschnitt 
werden dann die Gruppen untersucht, die eine nicht au&bare 2-lokale 
Untergruppe besitzen, die 2-constrained ist. 
Eine 2-lokale Untergruppe H einer Gruppe G ist der Normalisator 
einer 2-Untergruppe von G. Die Gruppe H he& 2-constrained, falls 
C,,9~&O,(H/O(H))) in O,(H/O(H)) enthalten ist. In diesem Teil der 
Arbeit sol1 jetzt der folgende Satz bewiesen werden. 
SATZ. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe mit O(G) = 1. Ist jede 2-lokale 
Untergruppe von G, die 2-constrained ist, auf&bar, so ist G zu einer der folgenden 
Gruppen isomorph. 
(9 L2(dj -h(q), 4(dj q uwrade 
(4 S4q), L,(q), u&l, q wade 
(iii) Eine Gruppe vom Janko-Ree-Typ 
(iv) -4, , n/r,, , Ml, 
(v) SL,(q), q ungerade 
(vi) Eine perfekte xentrale Erweiterung von A, durch 2, . 
(vii) Eine perfekte zentrale Erweiterung von Sz(8) durch eine elementar 
abelsche Gruppe von der Ordnung hiichstens vier. 
Zusatzlich zu den Standardbezeichnungen verwenden wir noch die 
folgende Terminologie. 
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X * Y = Zentrales Produkt mit vereinigten Zentren von X mit Y. 
m(X) = 2-Rang von X = maximaler Rang einer abelschen 2-Unter- 
gruppe von X. 
G(X) = Menge der elementar abelschen 2-Untergruppen von X 
6’,(X) = Menge der elementar abelschen 2-Untergruppen von X vom 
Rang k. 
Eine Gruppe X he& quasieinfach, falls X perfekt und X/Z(X) einfach ist. 
Eine Gruppe X heil3t quasisemieinfach, falls X das zentrale Produkt von 
quasieinfachen Gruppen ist. 
L(X) = Der gr6Ste quasisemieinfache Normalteiler von X. 
L,(X) = Der kleinste Normalteiler von X, der L(X/O(X)) deckt. 
Eine 2-Komponente von X ist der kleinste Normalteiler von L,(X), der 
eine Komponente von L(X/O(X)) deckt. 
9(X) = Die Menge der quasieinfachen Komponenten von 
wx(~>/o(cx(~>))~ 
wobei x alle Involutionen von X durchliiuft. 
Zum Beweis des Satzes sei Gi ein minimales Gegenbeispiel. Die Schwierig- 
keit besteht darin, da8 Gr nicht einfach sein mu& Setze G = G,/Z(G,). Dann 
muR G nicht mehr die Voraussetzungen des Satzes erftillen. Per Induktion 
sind aber alle Elemente aus 9(G) bekannt. Gibt es in 9(G) eine Gruppe, die 
nicht zuL,(q), SL,(q), A, oder a, isomorph ist, so sind wir sehr schnell in der 
Lage, die Struktur von G anzugeben. Gibt es in 9’(G) eine Gruppe, die zu 
SL,(q) oder a7 isomorph ist, so sind wir nach einem Satz von M. 
Aschbacher fertig. Es bleibt dann noch der Fall zu behandeln, dal3 alle 
Elemente aus .9(G) zu L,(q) oder A, isomorph sind. Das ist dann such der 
Hauptteil des Beweises. 
Wir bestimmen zunachst die Struktur von C,(x), wobei x eine Involution 
in G rst, so da13 / Cc(x)ja maximal ist bezuglich der Eigenschaft, da8 C,(x) 
nicht auf&bar ist. Sei Y eine Komponente von L(Cc(x)/O(Cc(r))). Sei 
weiter R = Cc,(r),O(CG(z:))(Y). 1st m(R) = 1, so sind wir mit den Ergebnissen 
aus [13] in der Lage, die Struktur von G und damit von G, anzugeben. Der 
schwierigere Teil 1st der, dal3 m(R) # 1 ist. In diesem Fall liefert ein genaues 
Studium der Fusion, wobei einige S&e iiber Gruppen, die gewisse Balance- 
Eigenschaften haben, von groBem Nutzen sind, dal3 L(C,(x)) O(Cc(x))/ 
O(C,(x)) zu L(Cc(x)/O(Cc(x))) isomorph ist. Dann sind wir aber durch 
die Ergebnisse aus [3] in der Lage, zu zeigen, da8 G eine Standard- 
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Untergruppe im Sinne van M. Aschbacher besitzt. Sei Yi diese Standard- 
Untergruppe, so zeigen wir, da13 m(Co(Y,)) # 1 ist. Jetzt liefert ein Ergebnis 
von M. Aschbacher und G. Sertz [4] den gewtinschten Widerspruch. Damit ist 
dann der Satz bewiesen. 
Fur viele fruchtbare Diskussionen beim Entstehen dieser Arbeit mochte ich 
an dieser Stelle Herrn V. Sting1 danken. 
1. HILFSSXTZE UND DEFINITIONEN 
In diesem Abschnitt stellen wir einige haufig benijtigte Hilfssatze 
zusammen. 
(1.1) LEMMA [4]. Sei A eine Standard- Untergruppe von G von bekanntem 
Typ. Sei weiter m(Co(A)) > 2. Dann ist (AC) xu A, A, , M1, , HJ, He, Sx, 
Ru oder Co, isomorph. 
(1.2) LEMMA [l]. Sei G eine einfache Gruppe und t eine Involution in G. 
Sei t EL 4 4 Co(t). Ist L/O(L) zu SL,(q), q ungerade, ode-r A7 isomorph, so 
ist G eine Chevalley-Gruppe oder M,, . 
(1.3) LEMMA [3]. Sei T # 1 eine 2-Gruppe, die auf eimr Gruppe Q 
operiert mit T n Q = 1. Sei T E Syl,(P), P < QT und T n TX = 1 fiir alle 
x E Q - N(P). Sei T < S E Syl,(QT) mit N,(T) E Sylz(N&T)). Sei weiter 
j T ) 3 1 N,(T): T / und O(Q) = 1. Sei W der schwache AbschluJ von T in S 
bextiglich Q. Dann gilt eine der . folgenden Aussagen. 
(i) T ist zyklisch, S n Q ist zyklisch, eine Diede-rgruppe oder Quater- 
nionengruppe, und S ist eine Diedergruppe, Semidiedergruppe oder ein Kranz- 
produkt. 
(ii) Ta QT 
(iii) 02’(TQ) = O,(TQ) x 02’(Q) g E,, x L,(29. 
(iv) W = T x TX = N,(T) 4 QT, T ist abelsch. Ist m(S/W) > 1, 
so ist T = SZ,(T). 
(v) WaQT, I WI = I T13,Z(W) = W’= D(W)= T=52,(T), 
{ s: w 1 = 2. 
(1.4) LEMMA [3]. Sei Q eine Untergruppe gerader Ordnung in G. Setze 
H = No(Q), g E G - H, TE Syl,(Qg n H) und T < SE Syl,(QT). Weiter 
habe Q n p ungerade Ordnung fiir jedes x E G - H. Dann gilt 
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(i) IstT# l,soistNs(T)s TX TundTnQ= 1 
(ii) Ist T = 1 fiirjedesg E G - H, so ist entweder Q a G oder <QG> A H 
ist stark eingebettet in ,:Qq. 
(1.5) LEMMA [3]. Sei D < G. Se&e D = D/O(D). Sei D das zentrale 
Produkt von quasisemieinfachen Gruppen Ai , 1 < i < Y, die unter H = No(D) 
permutiert werden. Weiter sollen die folgenden Annahmen erfiillt sein. 
(1) Sind t und tQ 2-Elemente, die Ai bzw. A) zentralisieren, so ist t E Z(G) 
oder g E H. 
(2) Ist X < Hr und A, < X0(D), so ist g E H. 
(3) Es seien alle Komponenten von A& isomorph. Fiir jede Komponente L 
von Ai mit m(L) # 1 und jeden Automorphisms a: von der Ordnung zwei von L 
enthalte C,(a) - Z(L) ein 2-Element. 
Dann gilt eine der folgenden Aussagen. 
(i) H = G 
(ii) D = A, 
(iii) D = A,A, , m(Ai) = 1. Sind ai , i = 1, 2 vertauschbare Involu- 
tionen mit aj EZ(&), so ist a, = a2 oder ala2 EZ(G). 
(1.6) DEFINITION. Fur jede Gruppe X und jedes E E b(X) setze 
d,(E) = n OWY))~ 
yeE’ 
Eine quasieinfache Gruppe K mit O(K) = 1 he& Zokal k-balanced fiir 
eine positive Zahl k, falls fur jede Untergruppe H von Aut(K), die Inn(K) 
enthalt, d,(E) = 1 fiir alle E E b,(H) gilt. 
Bemerkung. Die Gruppen L,(q), SL,(q), q ungerade, A, und A, sind lokal 
3-balanced. 
(1.7) DEFINITION. Sei A eine elementar abelsche 2-Untergruppe von X. 
Eine 2-Komponente L von X heiBt lokal k-balanced bextiglich A fur eine posi- 
tive Zahl k, falls die folgende Bedingung fur gL = Aut,(L/O(L)) und das 
Bild B von B = N,(L) in & erfiillt ist. 
Am,(E) = 1 fur alle E E b,(B). 
Bemerkung. Die obige Bedingung ist immer erfiillt, falls L lokal k-balanced 
ist. 
2-SYLOW DURCHSCHNITTEN VOM RANG <3 403 
(1.8) DEFINITION. Eine 2-Komponente L der Gruppe X heil3t lokal 
k-balanced in X fur eine positive Zahl k, falls NL = Aut,(L/O(L)) die folgende 
Bedingung erftillt. 
On,(E) = 1 fur alle E E a,(N,) 
(1.9) DEFINITION. Eine Gruppe X hei& k-balanced fur eine positive 
Zahl k, falls fur jedes E E a,(X) und jede Involution x E X, die E zentralisiert, 
erfiillt ist. 
1st A eine elementar abelsche 2-Untergruppe von X, so heil3t X k-balanced 
bezcglich A fur eine positive Zahl k, falls fur jedes E E 6,(A) und jedes x e A 
erfullt ist. 
(1.10) LEMMA [18, Theorem (5.3)]. Gilt fii~ jede Invohtion x E X, duJ3 
jede 2-Komponente van C,(x) lokul k-balanced in C,(x) fiir ein positives k ist, 
so ist X k-6aZanced. 
(1.11) LEMMA [18, Corollary (5.4)]. Ist jedes Element uus P’(X) Zokul 
k-balanced fiiy ein positives k, so ist X k-balanced. 
(1.12) LEMMA [18; Theorem (5.5)]. Sei -4 eine eZementur abelsche 2- 
Untergruppe von X. Ist fiir jedes x E ,4# jede 2-Komponente van C,(x) lokal 
k-balanced beziiglich A in C,(x) fiir ein positives k, so ist X k-balanced 
beziiglich -4. 
(1.13) LEMMA [18, Theorem (6.10)]. Sei A eine eZementur abelsche 
2- Untergruppe von X vom Rung k + 2 fiir ein positives k. Setxe 
WA = (d,(E)/ E E 6,(A)). 
Ist X k-balanced beziiglich A, so hat W, ungerude Ordnung. 
(1.14) LEMMA [18, Theorem (8.8)]. Sei A E b(X) vom Rang mindestens 
k + 1 fiir einpositives k. Setze 
Ws., = <~@)I E E ~,(A)). 
Dann gilt ( W,)” = W,x fiir ulle x E X. 
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(1.15) LEMMA [18; Proposition (8.9)]. Sei A E 6(X) vom Rung mindestens 
k + 1 fiir ein positives k. Sei weiter X k-balanced beziiglich A. Ist B E b(A) 
vom Rang mindestens k + 1, so gilt 
(i) W, = W, 
(ii) N#) < N,d WA) 
(1.16) LEMMA [8]. Sei G eine endliche einfache Gruppe. Die Sylow 
2-Untergruppen von G haben Nilpotenz-Klasse zwei. Dunn ist G zu .!%~42~), 
U&9, L&2”), JW”), Sp@), A, , L,(q), q werude q + rrt 1 (16), oder eiw 
Gruppe vom Janko-Ree-Typ isomorph. 
(1.17) DEFINITION. Sei Gr eine 31-Gruppe, in der jede 2-lokale Unter- 
gruppe, die 2-constrained ist, auf&bar ist. Setze G = G,/Z(G,). 1st 
Y(G) # {I} und jedes Element aus 5?(G) zu L,(q), SL,(q), q ungerade, A, 
oder a, isomorph, so nennen wir G, vom Typ (A). Ansonsten he& Gr vom 
TYP (B). 
(1.18) LEMMA. Sei G1 ein Gegenbeispiel zum Satz. Sei wetter G1 vom 
Typ (A). Dunn ist jedes Element aus P’(G) zu L,(q), q ungerade, oder A, 
isomorph. 
Beweis. Sei L ein Element aus s(G), das zu SL,(q) oder .& isomorph ist. 
Dann gibt es eine Involution x in G, so dal3 L(Co(x)/O(Co(x))) eine Kom- 
ponente L, enthalt, die zu L isomorph ist. Insbesondere enthalt Z(L,) eine 
Involution y. Sei H = C,(y). Betrachte L(H/O(H)). Da Gr vom Typ (A) 
ist, folgt nun, da8 L, in einer Komponente von L(H/O(H)) enthalten 
ist. Anwendung von (1.2) liefert einen Widerspruch zu der Vorausetzung, 
daB Gr ein Gegenbeispiel ist. 
(1.19) LEMMA. Sei G1 eine quasieinfache 3I-Gruppe. Sei wetter G = 
G,/Z(G,) und x eine Involution aus G. Die Gruppe L(CG(x)/O(CG(x))) = M 
habe nur zu A, oder L,(q) q ungerade, isomorphe Komponenten. Setze N = 
Cc,~~)~~(~,dM>. Dunn gilt 
(i) Hat M mehr als zwei Komponenten, so sind alle Komponenten zu 
L,(qi), mit qi = 3, 5 (mod 8) isomorph. 
(ii) Hat M zwei Komponenten, die zu L,(q,) undL,(q,), mit q1 , q2 = 3, 5 
(mod 8), isomorph sind, und ist 1 CG(x)IZ verschieden von 1 M x N I2 , so ist 
eine Sylow 2-Untergruppe von N zyklisch, eine Quaternionengruppe oder eine 
Diedergruppe. 
(iii) Hat M eine Komponente, die zu A, oder L2(q), q + 3, 5 (mod 8), 
isomorph ist, so ist eine Sylow 2- lrntergruppe von N xyklisch, eine Quaternionen- 
gruppe oder eine Diedergruppe. 
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Beweis. In allen Fallen (i)-(iii) besitzt Gr einen 2-Sylow Durchschnitt, 
der eine Gruppe Mr enthilt, die zu Qs x Qs oder Qs * Qs isomorph ist. Weiter 
gibt es eine Gruppe Nr , die Mi zentralisiert, und die eine Faktorgruppe 
besitzt, die zu N isomorph ist. 
Sei zunlchst M1 zu Qs * Qs isomorph. Sei weiter P eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von Nr . Wegen m(M1) = 3 gilt P n n/r, = Z(M1). Insbesondere 
folgt m(P) = 1. Damit ist P zyklisch oder eine Quaternionengruppe. 
Sei nun M1 zu Qs x Qs isomorph. Dann ist m(M1) = 2. Setze P1 = 
P/Z(M,). Seiy eine Involution ausZ(P,) und Y das volle Urbild von ( y) in P. 
Sei weiter Pz = C,(Y). Dann ist P,/Z(M,) zyklisch oder eine Quaternionen- 
gruppe. Weiter ist klar, P1 z D,n oder m(P1) = 1 ist, falls y ein Quadrat in 
P1 ist. Sei nun y kein Quadrat in P1 . Dann ist C,(Y) = Y. Weiter 
ist 1 P1 1 < 8. Da nun kein Element aus Z(P,) ein Quadrat ist, folgt, da8 
P1 elementar abelsch von der Ordnung zwei, vier oder acht ist. 1st 
P1 elementar abelsch von der Ordnung zwei oder vier, so sind wir fertig. 
Sei nun P1 elementar abelsch von der Ordnung acht. Dann enthalt aber P 
eine Untergruppe, die zu Qs oder 2, x 2, isomorph ist. Das widerspricht 
aber der Bedingung m(M,P) = 3. Somit ist gezeigt, da8 N in allen Fallen 
eine Sylow 2-Untergruppe besitzt, die zyklisch, eine Quaternionengruppe 
oder eine Diedergruppe ist. 
Somit erhalten wir dann in (i)-(iii) jeweils die Behauptung. 
(1.20) LEMMA. Sei G, eine 3I-Gruppe vom Typ (A) und G = G,/Z(G,). 
Weiter sei M eine Untergruppe van G, wobei M/O(M) zu L,(q), q > 3, oder 
A, isomorph sei. Auf M operiere eine elementar abelsche 2-Gruppe von der 
Ordnung 2k+1, die eine Sylow 2-Untergruppe von M zentralisiere. Weiter 
enthalte E eine Untergruppe E, mit [ E1 / = 2”, die M/O(M) zentralisiert. 
Setze M1 = (M, E). Ist A,(B) = 1 fiir alle B C E mit m(B) = k, so ist 
L(M,) O(MJ/O(MJ xu L(M,/O(M,)) isomorph. 
Beweis. Setze L, = C,(E). Sei weiter L, ein minimaler Normalteiler von 
L, , der L,/O(L,) deckt. Dann ist 02’(L2) = L, . Ware [O(M)), L,] = 1, so 
enthielte C,(O(M)) eine Untergruppe N, so daD N/Z(N) zu M/O(M) 
isomorph ist. Insbesondere ist dann L(M,) # 1. Dann folgt aber die Behaup- 
tung. 
Sei also [O(M), L,] # 1. Da wir die folgende Gleichung 
WW = (CO(M,,(B)I B C E und m(B) = k) 
haben, folgt, dal3 es ein B C E mit m(B) = k gibt, so daB Co(M,)(B) f 1 ist. 
Wegen [La, B] = 1 folgt, daI3 L, auf CotM1)(B) operiert. Also kijnnen wir B 
sogar so wihlen, da8 D = [C O(M,)(B), L,] # 1 ist. Nach [16; Lemma l] gilt 
D = [D, LJ. 
481/43b-4 
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Sei zunachst L, nicht auflosbar. Sei weiter x E B* und K = C,(x). Dann ist 
D C K. Weiter ist O(K) L, im vollen Urbild in K von L(K/O(K)) enthalten. 
Wegen D = [D, L,] folgt nun D C O(K). Da x beliebig aus B war, folgt 
D C d.(B) = 1. Das ist aber ein Widerspruch. 
Sei jetzt L, au&bar. Dann gibt es in L, eine Untergruppe L, , so da0 
L,/Z(L,) zu A, isomorph ist. Weiter enthalt N(L,) eine zu Z; isomorphe 
Faktorgruppe. Sei 17 = Os(L,). Zentralisiert P’ die Gruppe O(&!r), so folgt 
wieder L(&‘,) f 1. 
Sei nun [r, O(mr)] # 1. Dann konnen wir B so wahlen, dal3 D = 
[C,(,,q(B), V] # 1 ist. Nach [16; Lemma l] ist wieder D = [D, V]. Sei 
wieder .r E B*- und K = &(s). Sei weiter L, das volle Urbild in k- von 
L(K/O(K)). 1st E’ in L, enthalten, so folgt wie oben, da0 D in O(k’) enthalten 
ist. Sei jetzt T/ n L, = 1 und D, = D n O(K) < D. Nach (1.19) ist T’ im 
vollen Urbild in K von F = (L,/O(K), C k,.0(K~(L4/0(K))) enthalten. Weiter , 
operiert (L, , D/DJ auf O,(FIL,). Die Bedingung 3lliefert jetzt, daB D/D, die 
Ordnung 27 hat. Jetzt erhalten wir, da13 es in Gr eine 2-Gruppe S gibt, auf 
der (Lx , D/Dl) operiert. Weiter zentralisiert D/D, in [S, D/DJ jede charak- 
teristische abelsche Untergruppe. Nach [33; Lemma (5.17)] ist [S, D/D11 
speziell. Weiter wissen wir, da8 vier die Ordnung von C,((z, , D/Dlj) teilt. 
Da m((S, D/D&) =3 sein muB, folgt jetzt leicht, daD [S,D/D,] zu Qs*QsrQs 
oder Qs x Qs x Qs isomorph ist. In beiden Fallen folgt, da 4 die Ordnung 
von C,((L, , D/Dl)) teilt, da13 C,(D/D& nicht in [S, D/D11 enthalten ist. 
Nach [ll, Theorem (5.3.5)] ist S = [S, D/D11 C,(D/D,). Das liefert jetzt 
m(S) > 4. Da aber auf S eine zu Za isomorphe Gruppe operiert, ist das 
ein Widerspruch zu der Bedingung 31. 
Insgesamt haben wir somit gezeigt, dal3 D in O(C,(x)) enthalten ist, falls 
x eine Involution aus B ist. Da A.(B) = 1 ist, haben wir so einen Wider- 
spruch. Dieser Widerspruch beweist das Lemma. 
2. EMBER 3I-GRUPPEN VOM TYP (A) 
In diesem Abschnitt wollen wir uns mit minimalen Gegenbeispielen zum 
Satz beschaftigen, die vom Typ (A) sind. Wir werden solche Gegenbeispiele 
immer mit Gr und G,/Z(G,) mit G bezeichnen. Das Ziel dieses Abschnittes 
ist zu zeigen, dal3 der Zentralisator jeder 2-zentralen Involution aus G 
auflijsbar ist. 
Wir halten die folgenden Bezeichnungen fest. Mit x bezeichnen wir eine 
2-zentrale Involution aus G, deren Zentralisator nicht auf&bar ist. Mit M 
bezeichnen wir L(CG(x)/O(CG(x))). Weiter seien &fi , 1 ,( i < r, die Kom- 
ponenten von M. Schlienlich sei R, = Cc-(r)lo(c,(s))(M) und R eine Sylow 
2-Untergruppe von R, . 
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Nach (1.18) wissen wir, da8 die fig, zu La(g) oder -4, isomorph sind. Das 
erste Ziel dieses Abschnittes ist zu zeigen, da8 r = 1 ist fur alle 2-zentralen 
Involutionen f. 
(2.1) LEMMA. Sei R eine Diedergruppe. Weiter habe ill mindestens xwei 
liomponenten. Mirzdestens eine dieser Komponenten habe keine abelschen SyEow 
2-U~tergY~pp~. Dunn hat M genau zwei Kornpo~~t~. Seien diese beiden 
Komponenten in CG(x)/O(CG(x)) nicht konjugiert. Sei weiter T eine Sylow 
2- Untergruppe van C,(x), so ist N&(T)) nicht in C,(x) enthazten. 
Beweis. Nach (1.19) (i) hat M g enau 2 Komponenten. Setze HI = &(x) 
und H = C,(x)/O(C,(x)). D arm ist T eine Sylow 2-Untergruppe von H. 
Weiter ist T eine Sylow 2-Untergruppe von G. Weiter wollen wir annehmen, 
daB N,(T) in C,(Z(T)) enthalten ist. 
Sei zuerst R nicht abelsch. Sei weiter a eine Involution aus T-( Tn (AI x R)) 
die R zentralisiert. Stun bewirkt a auf A/I, und M2 einen Automorphismus. 
Dieser kann aber nicht ~74~ n T und M, n T zentralisieren, da wir sonst mit 
den gleichen Methoden wie in (1,19) einen Widerspruch zu der Yoraussetzung 
31 fur G, erhalten. Bewirke zunachst a auf M, x Mz einen Automorphismus, 
der weder Mr n T noch nil, n T zentraiisiert. Dann ist C(a) n ( Tn (AI x R)) = 
Z(T)R. Setze X = C&a). D ann liegt S’ in Z( T)R. Also ist Cx) charakteristisch 
in S. Das liefcrt, daB S eine Sylow 2-Untergruppe von C,(a) ist. Sei nun S 
eine maximale Untergruppe von T, die a nicht enthWt. Nach [33, Lemma 
(5.3811 ist a zu einer Involution s aus S in G konjugiert. Dann ist aber s nicht 
in M >’ R enthalten. Sei also s E T - (‘I’ n (31 x R)). Dann ist klar, daR s 
die Gruppe R nicht zentralisiert, da s nicht zu a in H konjugiert ist. Wir 
betrachten nun den Automorphismus. den s auf 3f bewirkt. Indem wir S 
geeignet wahlen, kijnnen wir annehmen, dal3 s entweder Ml n T oder M2 n T 
nicht zentralisiert. Weiter ist x kein Quadrat in C,(s). Sei nun g E G mit 
sg = a. Wir kijnnen s so wihlen, da13 Ml n T van s zentralisiert wird. Sei 
(.,u”“~ has Zentrum einer Sylow 2-Untergruppe von M, . Dann ist z ein Quadrat 
in CT(s). Also konnen wir .$ = z annehmen. Das liefert dann, da13 eine Sylow 
2-Untergruppe von &‘r eine Diedergruppe von der Ordnung acht ist. Weiter 
ist j T: T n (n/r x R)j = 8. Betrachte nun s”. Klar ist, daR Z{&(s)) die 
Ordnung 32 hat. Also ist / C,(X) n U 1 > 27, wobei IF eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von C,(s) sei, die C,(s) enthalt. Nun gilt aber, dal3 alle Elemente b 
in &(a), die eine Untergruppe in C,(a) von der Ordnung 2; zentrahsieren, 
entweder in Z(C,(a)) liegen oder zu bz in T konjugiert sind. Also ist I\“!’ in
Z(C,(a)) enthalten. Das ist aber ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, 
da8 G eine Untergruppe vom Index 2 besitzt. Dann ist G, aber kein minimales 
Gegenbeispiel. 
Zentralisiere nun a Mi n T oder Mz n T. Wieder gilt, dal3 C,(a) eine 
Sylow 2-Untergruppe van Cc(a) ist. Sei wieder S eine maximale Untergruppe 
408 G. STROTH 
von X, die a nicht enth&lt. Weiter sei s eine Involution aus S, die in G zu a 
konjugiert ist. Klar ist, da13 x kein Quadrat in C,(s) ist. Also ist s xu xs in T 
konjugiert. Nun hat Z(~(u)) die Ordnung 16 oder 
G-w = aw-h&) x (a>. 
Sei nun zuerst s E M x R. Dann ist [ Z(C,(a))/ = 16. Sei (x1 , q, , zc, a) = 
Z(C,(u)). Dann ist Z(C$(u)) zu (xl , z2 , x s) in G konjugiert. Man sieht nun , 
leicht, da13 dies nicht mijglich ist, da s zu xs konjugiert ist. Da wir durch 
geeignete Wahl von S immer erreichen kiinnen, da8 s entweder &il n X und 
&&. n T zentralisiert oder beide nicht zentralisiert, folgt nun, daD s beide 
Gruppen nicht zentralisiert, da wir sonst wie oben einen Widerspruch 
erhalten. Dann ist aber <zl , z2 , x, s) = J&(C,(s)). Das liefert, daB CT(s) 
eine Sylow 2-~ntergruppe von C,(s) ist. Insbesondere kann s nicht zu a in G 
konjugiert sein. 
Insgesamt haben wir nun gezeigt, daD C,(R) keine Involutionen enthtilt, 
die nicht in IM x R liegen. Setze nun Y = G(T n RI) . (T n M). Mit den 
selben Methoden wie in (1.19) folgt nun, da0 Y ein direktes Produkt von drei 
Diedergruppen ist. Weiter gilt, dal3 1 Y : T n (M x R)I < 2 ist. Sei T f Y. 
Dann ist / T : Y / = 2 oder / T: Y / = 4. Weiter gibt es Elemente in T - Y, 
die R zentralisieren, falls / T: T n (M x R)l > 4 ist. Sei nun 6 eine Involu- 
tion in T - Y. Nach dem eben Bewiesenen zentralisiert b die Gruppe R 
nicht. Weiter zentralisiert b entweder M1 n T oder i& n T nicht. Nun ist 
G(R) eine maximale Untergruppe von X. Nach 133, Lemma (5.38)] ist 6 
zu einer Involution aus C,(R) konjugiert. Also ist b zu einer Involution aus 
Z(T) konjugiert. Da aber b zu x6 und xb mit einem geeigneten Element z =& x 
aus Z(T) in G konjugiert ist, folgt nun ein Widerspruch. Somit haben wir 
gezeigt, dal3 alle Involutionen von T in Y liegen. Sei nun c ein Element aus 
C,(R), das nicht in Y liegt. Sei weiter o(c) minimal. Dann kannen wir o(c) = 4 
annehmen. Wie oben kann man nun wieder zeigen, da8 es eine maximale 
Untergruppe S von T gibt, so da8 c zu keinem Element aus S in G konjugiert 
ist. Mit [20, Lemma 161 folgt nun ein Widerspruch. Damit haben wir ins- 
gesammt gezeigt, daf3 1 I‘: T n (M x R)/ < 2 gilt. 
Sei nun R s V, . Sei a ein Element in C,(R). Dann zentralisiert a wieder 
Ml n T und IM, n T nur dann, falls a in M x R liegt. 
Sei zuntichst R in Z(T) enthalten. Sei weiter a ein Element von minimaler 
Ordnung in X - ((M n T) x R). Dann zentralisiert a entweder Ml f~ T 
oder M, n T nicht. Betrachtet man nun C&u), so sieht man leicht, da8 
C,(a) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(a) ist. Insbesondere ist a zu 
keinem Element aus einer maximalen Unterg~ppe S von X, die a nicht 
enthiilt, in G konjugiert. Anwendung von 120; Lemma 161 liefert nun, da13 
T=(TnM)xRist. 
Sei nun R nicht in Z(T) enthalten. 1st q(M n T) f (M n T) zu 
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(M n T) x D, isomorph, so kiinnen wir wie anfangs schlief+en, da8 T zu 
C,(Mn T).(Mn T) isomorph ist. Sei also CT(M n T) * (M A T) = 
(M n T) x R. Dann ist j T: (M n T) x R 1 < 4. Sei nun a ein Element aus 
T von minimaler Ordnung mit [a, R] # 1. 
Sei zunachst a im Zentralisator von Ml n T oder M, n T. Dann ist 
Ql(Z(CT(a))) in (77, a) enthalten, wobei U eine Untergruppe von M x R ist. 
Nun sieht man leicht, da8 C,(a) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(a) ist. 
1st 1 T: (M n T) x R 1 = 4, so gibt es eine Untergruppe S, die maximal in T 
ist, so da8 ein Element b in S - ((M n T) x R) keine der beiden Gruppen 
Ml n T und M, n T zentralisiert. Dann ist leicht zu sehen, dal3 C,(b) eine 
Sylow 2-Untergruppe von C,(b) ist. Insbesondere ist a nicht zu b in G 
konjugiert. Nach [20, Lemma 161 ist dann a zu einem Element aus M x R 
in G konjugiert. Das widerspricht aber der Struktur von Cr.(a). Somit haben 
wir gezeigt, da13 ein Element a von minimaler Ordnung, das R nicht zen- 
tralisiert, such Ml n T und M2 n T nicht zentralisiert. 
Sei nun [a, R] # 1, [a, Ml n T] + 1 und [a, Mz n T] # 1. Dann ist 
Qr(Z(C,(a))) in (Z(T), a) enthalten. Da alle Elemente aus Z(T)a konjugiert 
sind, folgt nun wieder, daB C,(a) eine Sylow 2-Untergruppe von C&(a) ist. 
Somit ist a zu keinem Element aus M x R in G konjugiert. Anwendung von 
[20; Lemma 161 liefert nun, dal3 es eine maximale Untergruppe S von T 
gibt, die a nicht enthalt, so daB jedes Element aus S - (M n T) x R zu 
einem Element konjugiert ist, dafl Ml n T zentralisiert. Das liefert dann aber 
aus Ordnungsgrtinden, dal3 a zu keinem Element aus S in G konjugiert ist. 
Nun liefert [20, Lemma 161 einen Widerspruch. 
Wir haben also in allen Fallen gezeigt, da13 1 T : (M n T) x R 1 < 2 
ist. Weiter haben wir C,(T) = Z(R) x (M n T). 
Seinunl T:(Mn T) x RI =2.SeiaeinElementaus T-(Mn T) x R 
von minimaler Ordnung. Dann ist Ql(Z(C,(a))) in (Z(T), a) enthalten. 1st 
a zu einem von a verschiedenen Element aus Z(T)a konjugiert, so ist C,(u) 
eine Sylow 2-Untergruppe von C,(a). Also ist das nicht der Fall. Somit ist T 
das direkte Produkt dreier Diedergruppen. Sei D die Diedergruppe, die R 
enthalt. Sei weiter s eine Involution aus D - (x). Dann ist Cr.(s) = D, x 
D, x (x, s> wobei T = D, x D, x D sei. 1st s zu einer Involution aus 
(Dl x D,)s, die von s verschieden ist, konjugiert, so sieht man sofort, dal3 
CT(s) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(s) ist. Nun folgt mit [33, Lemma 
(5.38)] ein Widerspruch. Das liefert, da8 Tin M x R enthalten ist, und dal3 
alle Involutionen aus R in G konjugiert sind. Insbesondere haben wir Produkt- 
fusion. Anwendung von [14] liefert nun einen Widerspruch. Dieser Wider- 
spruch zeigt No(Z( T)) $ HI . 
(2.2) LEMMA. Sei R eine Diedergruppe. Weiter habe M genau zwei Kom- 
ponenten. Mindestens eine dieser Komponenten habe keine abelschen Sylow 
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2-Untergruppen. lhnrz sind die b&den Komponenten in C,(x)jO(C,(x)) 
ko~j~gi~t. 
Beweis. Wir setzen wieder i’Tr = C,(X) und Ii = H,/O(H,). Weiter sei 
Mr die Komponente mit den nicht abelschen Sylow 2-Untergruppen. Mit 
T bezeichnen wir eine Sylow 2-Untergruppe von H. Sei die Behauptung des 
Lemmas falsch. Nach (2.1) ist dann N,(Z(T)) nicht in Hr enthalten. 
Sei zunlchst R abelsch. Sei weiter p ein Element in NG(Z(T)) - Hr . 1st 
R n Ro + 1, so ist A in Z(T) enthalten. Das liefert dann, daB p in N(R) 
enthalten ist. Dann normalisiert p such die Gruppe M. Insbesondere gibt 
es eine elementar abelsche Gruppe E ron der Ordnung 2s, die Z(T) 
enth&, und von p normalisiert wird. 
Sei nun R n Rp = 1. Dann ist (R, Ro) elementar abelsch von der Ordnung 
16. Dann erhalten wir such in diesem Fall, daB p eine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 26 normalisiert. 
Sei nun R nicht abelsch. Dann ist R* n R = 1. Weiter ist RQ x R das 
direkte Produkt zweier Diedergruppen. Also ist R(p) das direkte Produkt von 
drei Diedergruppen. Insbesondere normalisiert p wieder eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung 26. 
Wir bezeichnen mit E die elementar abelsche Untergruppe von T van der 
Ordnung 2”, die van p normalisiert wird. Nach (1.12) ist G 3-balanced 
beztiglich E. Weiter ist I;V’ nach (1.13) von ungerader Ordnung. Sei zunachst 
W, f 1. Setze N = NG( W&/O(N,( W,)). Per Induktion ist L(N) ein direktes 
Produkt van drei Gruppen, die zu L,(q) oder 3, isomorph sind. Dabei kann 
eine Komponente zu A, isomorph sein, falls p in N(R) enthalten ist. 
Sei also zungchst eine Komponente zu A, isomorph. Dann ist R in Z(?‘) 
enthalten. Wir erhalten dann mit den gleichen Schhissen wie in (2.1) einen 
Widerspruch. 
Also haben wir drei Komponenten, die in N permutiert werden. 
Insbesondere sind sie alle isomorph. Wir zeigen zunachst, da8 T in izr 
enthalten ist. Sei a ein Element aus T. Sei E1 eine Untergruppe von E von 
maximaler Ordnung, die von a normalisiert wird. Da Z( T’) in E enthalten ist, 
folgt, da8 E, mindestens die Ordnung acht hat. Hat E, eine Ordnung, die 
griil3er als acht ist, so liegt a nach (1.15) in X. Sei also / Er j = 8. Dann gibt 
es ein e aus E - I$ , so dal3 ea eine Untergruppe E, von E von der Ordnung 
16 zentralisiert. Setze Es = (E, , e). Dann ist nach (1.15) W, = IV,, . Setze 
weiter E4 = (Es , ea>. Nach (1.12) ist G 3-balanced beziiglich E4 . Nach (1.15) 
ist IYE, = WE2 = W, . Weiter kijnnen wir E, so annehmen, daR El in E, 
enthalten ist. Dann ist WE, = WE, mit Es = ,:, El , eai. Nach (1.15) ist nun 
TY,, = TlL.. Also ist a in N enthalten. Somit haben wir gezeigt, daR T in N 
enthalten ist. 
Setze nun D = L(N)(mod O(NG(WE))). Seien Mr , Ma und Ms die Kom- 
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ponenten von D/O(D). S ei weiter s f C(M,) und sg E C(M,), i E (1,2,3). Dann 
gibt es ein Element b E ipi, so daB s gb E C(i~~) ist. Insbesondere gibt es dann 
ein x1 in Z( T n Mr), so dal3 s und db in Cc(q) enthalten sind. Nun ist x1 in 
N,(D) zu x konjugiert. Also ist &(x1) in N,(D) enthalten. Das liefert, daB 
s die Gruppe Mr und M-‘*-’ modulo 0(&(s)) zentralisiert. Damit erhalten 
wir, daR es in E eine Untergruppe 3 gibt, so daR <B, s \ = 3, die Ordnung 
32 hat. Nun ist wieder IV, = wB, und Ft% = TIT, . Also ist O{&(s)) in 
N,(D) enthalten. Das liefert dann, da!3 g in N,(D) enthalten ist. 
Sei nun D, ein Urbild von *J\fl in D. Sei weiter &Y eine Untergruppe von 
No(D)g mit D, d SO(O). Setze L = N~~D)~/O(N~(D~). Dann ist M, x 
(&& -‘: J&) in L enthalten. Weiter gibt es wieder ein Element x1 ausZ( 2’ n Mr), 
so dal3 (&Is x &?a) in Co(~~)/O(Co(x,f) enthalten ist. Da aber x1 zu x kon- 
jugiert ist, folgt nun, dal3 C&(x,) in N,(D) enthalten ist. Also ist g in N,(D) 
enthalten. Anwendung von (1.5) liefert nun einen Widerspruch. 
Wir haben somit ?ll, ::= 1 gezeigt. Insbesondere ist nun O,(F) = 1 fur 
alle F C E mit m(F) I> 3. Anwendung von (1.20) liefert nun, dai3 L(C,(x)) zu 
flZ isomorph ist. Dann gibt es eine Untergruppe von G, die zu Mr x 
nr, x M, isomorph ist. Genauso wie eben erhalten wir nun einen Wider- 
spruch, wenn wir D = NG(&i’r >; M1 ,Y JTr) setzen. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 
(2.3) LEMMA. Ist R eine Diedergruppe und hat ilil mindestens zwei Kom- 
ponenten, so hat ill abelsche S+ylow 2- Untergruppen. 
Beweis. Wir nehmen an, daB X eine nicht abeische Sylow 2-Untergruppe 
hatte. Dann hat M nach (2.2) genau zwei Komponenten. Diese sind in 
C,,(x)/O(Cc(.v)) konjugiert. W ‘ir bezeichnen wieder mit Hl die Gruppe 
Cc;(x) und mit H die Gruppe C,(s)/O(C,(x)). Weiter seien n/r, und Mz die 
Komponenten von 1%~. Sei weiter T eine Sylow 2-~ntergruppe von H und 
TX = NT(M1). Dann ist 1 T: Tr 1 = 2. 
Sei nun Q ein Element von minimaler Ordnung aus T - Tl , Betrachte 
zunachst die Gruppe CnrxR(a). Sei S ein Urbild in G, von dieser Gruppe. Sei 
weiter S, ein Urbild von C,(a) in G, . Die Involutionen aus C,%,(a) gehen 
dabei auf Involutionen iiber. Aber x ist ein Element von der Ordnung vier. 
Also ist x zu keinem Element aus C,(a) in G konjugiert. Das liefert dann, 
dal3 der schwache Abschlun von (xl, in C,(a) eine Vierergruppe oder Cx> 
ist. Insbesondere erhalten wir so, daB C,(a) eine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(a) ist. Somit ist n zu keinem Element aus M c R in G konjugiert. Sei 
nun y ein Element aus Tl , daD in G zu a konjugiert ist. Dann liegt x in 
Z(C,(y)). Also ist s zu einem Element aus C,(a) konjugiert. Sei s dieses 
Element. Die Struktur von C,(a) liefert, daB C,,(s) das direkte Produkt zweier 
Gruppen A, x A, ist. Diese werden von a vertauscht. Weiter enthait 
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C,(s)/O(C,(s)) eine Untergruppe ii?i = ii?Ir X i@s , mit A?r s Mr s J?Z . 
Weiter vertauscht a die Gruppen i@r und nZ. Also ist a nicht in N(&Zr) 
enthalten. Dann ist a aber such nicht zu y in G konjugiert. Somit haben wir 
gezeigt, dal3 a zu keinem Element aus T, in G konjugiert ist. Anwendung von 
[2O, Lemma 161 liefert nun einen Widerspruch. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 
(2.4) LEMMA. Hat M genau xwei Komponenten Ml und M2, so ist R 
k&e Di~d~grupp~. 
Beweis. Sei R eine Diedergruppe. Nach (2.3) sind dann die Sylow 2- 
Untergruppen von M abelsch. Wie im Beweis von (2.3) folgt nun wieder, 
dal3 Mr in C~(~)~O(~~(~)) nicht zu Me konjugiert ist. 
Habe zunachst R mindestens die Ordnung 16. Dann liefert die Struktur der 
Automorphismengruppe von M, da13 Z(R) stark abgeschlossen in M x Z(R) 
beziiglich G ist. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von ~~(~)/O(~~(~)). Wir 
nehmen an, da13 T nicht in M x R enthalten ist. Dann betrachten wir ein 
Element a aus T - ((M n T) x R) von minimaler Ordnung. Sei weiter y 
ein Element von der Ordnung vier aus R, Dann kiinnen wir annehmen, da13 
y von a zentralisiert wird, oder dal3 C,(a) = (x) ist. In beiden Fallen sieht 
man leicht, da0 C,(a) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(a) ist. Sei nun S 
eine masimale Untergruppe von T, die (M n T) x R aber nicht Q enthalt. 
Sei weiter 6 ein Element aus S, dal3 in G zu a konjugiert ist. Weiter kijnnen wir 
annehmen, da8 sowohl a2 als such b2 in R liegen. Also sind a und b Involu- 
tionen. Weiter kiinnen wir annehmen, daB C,(b) eine Vierergruppe ist. Es ist 
klar, da8 wir a so wahlen kiinnen, daB a zu keinem Element aus M x R 
konjugiert ist. Dann konnen wir b sogar so wahlen, daD b die Gruppe Ml 
zentralisiert. Nun gibt es eine elementar abelsche Gruppe E von der Ordnung 
64 mit E c C,(6) und j En (M x R)/ = 32. Alle N~~~~~(~)-Konjugierten- 
klassen, die in E - (E n (M x R)) 1 ie g en, haben eine Lange, die durch vier 
teilbar ist. Weiter hat b genau vier Konjugierte. Da j No(E): N,,(,)(E)/ 
ungerade ist, zeigt dies, da8 N c,~a@?) eine Sylow 2-Untergruppe von 
N,-,&E) ist. Das liefert insbesondere, da13 C,(b) eine Sylow 2-Untergruppe 
von C,(b) ist. Also ist b nicht zu a in G konjugiert. Anwendung von [20; 
Lemma 161 liefert nun einen Widerspruch. Das zeigt, dal3 T in M x R 
enthalten ist. Dann liefert die Anwendung von [5] aber den Widerspruch. 
Insgesamt haben wir nun gezeigt, da8 1 R 1 < 8 gilt. 
Sei nun 1 R 1 = 8.Ist Z(R) wieder stark abeschlossen in M x Z(R) beztig- 
lich G, so kiinnen wir wie oben einen Widerspruch erreichen. Also ist Z(R) 
nicht stark abeschlossen. Dam-r gibt es ein Element p in N(T) mit RQ n R = 1. 
Das liefert, daB das Erzeugnis der N(T)-Konjugierten von R ein direktes 
Produkt dreier Diedergruppen ist. Somit ist T zu Ds x D8 x D, isomorph. 
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Insbesondere ist T von der Klasse zwei. Anwendung von (1.16) liefert nun 
einen Widerspruch. 
Sei nun zuletzt R abelsch. Dann ist aber such T von der Klasse zwei. 
Wieder liefert (1.16) den Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(2.5) LEMMA. Hat Mgenau zwei Komponenten Ml und Mz , so ist m(R) = 1. 
Beweis. Sei m(R) > 2. Nach (2.4) wissen wir, da0 R keine Diedergruppe 
ist. Nun liefert (1.19), da13 M abelsche Sylow 2-Untergruppen hat. Weiter 
ist jede Sylow 2-Untergruppe T von C,(x)/O(C,(x)) in M x R enthalten. 
D.h. T E E,, x R. 
Sei Z eine Sylow 2-Untergruppe von M, die in T enthalten ist. Sei ZQ in T 
enthalten, aber nicht in Z( T). Setze X = C,(Zg). Dann ist X im Durchschnitt 
zweier Sylow 2-Untergruppen von G enthalten. Weiter liegt Z(T) in X. 
Mit den selben Methoden wie in (1.19) sieht man nun, daR X ein direktes 
Produkt von Z mit einer Gruppe P ist, die zyklisch, eine Quaternionengruppe 
oder eine Diedergruppe ist. Da ZQ nicht in Z(T) liegt, folgt nun, dal3 P eine 
Diedergruppe von der Ordnung vier ist. Insbesondere hat dann R eine 
zentralisatorgleiche Vierergruppe. Also ist R eine Semidiedergruppe. An- 
wendung von [5] liefert nun einen Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, 
da8 jedes Konjugierte von 2 in Z(T) liegt, falls es in T liegt. Dann ist Z zu 
Zg in N( T’ n Z(T)) konjugiert. Somit ist Z zu Zg in N(C( T’ n Z(T))) kon- 
jugiert. Da wir nach [34] annehmen konnen, dal3 x in T’ n Z(T) liegt, folgt 
nun ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, da13 Z schwach abgeschlossen 
in T beziiglich G ist. Anwendung von [lo] liefert nun einen Widerspruch. 
Damit ist das Lemma bewiesen. 
(2.6) LEMMA. Habe M genau zwei Komponenten Ml und Mz , so sind diese 
in C,(x)/O(C,(x)) nicht kofzjugiert. 
Beweis. Wir nehmen an, daf3 es ein Element a gibt, das Ml auf M, 
iiberfiihrt. Sei S ein Urbild einer Sylow 2-Untergruppe von M in G, . Dann 
ist S ein zentrales Produkt mit vereinigten Zentren von zwei Quaternionen- 
gruppen. Da m(R) = 1 nach (2.5) gilt, folgt nun, daf3 R zyklisch ist. 
Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von C,(x)/O(C,(x)) und Tl = N,(M,). 
Dann ist 1 T: T, j = 2. Sei nun a ein Element aus T - Tl von minimaler 
Ordnung mit C,(a) von maximaler Ordnung. Dann sieht man leicht, daS 
C,(a) eine Sylow 2-Untergruppe von Co(a) ist, falls M nichtabelsche Sylow 
2-Untergruppen besitzt. Seien nun die Sylow 2-Untergruppen von M abelsch. 
1st 1 R 1 > 2, so erhalten wir wieder, da0 C,(a) eine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(a) ist. Sei also R g Z, . Weiter ist C,(a) eine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(a), falls a keine Involution ist. Sei also a eine Involution. 1st 1 T 1 > 2e, 
so sieht man leicht, daD CT(a) eine Sylow 2-Untergruppe von Co(a) ist. Also 
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ist 1 T 1 = 26. Dann ist aber T von der Klasse zwei. Anwendung von (1.16) 
liefert nun einen Widerspruch. Somit ist gezeigt, da13 in allen Fgllen C,(a) 
eine Sylow 2-Untergruppe von C,(a) ist. Insbesondere folgt nun, daf3 a zu 
keinem Element aus M x R in G konjugiert ist. 
Wir zeigen nun zun&hst, da0 (x) stark abgeschlossen in M > R beztiglich 
G ist. Sei z, eine Involution aus Z(T) n Ml und z2 eine Involution aus 
Z(T) n M, . Dann ist klar, daD x weder zu xlzz noch zu z1x2’y in G konjugiert 
ist. Weiter ist x1 zu z? konjugiert. Sei nun x zu u”~ konjugiert. Seig ein Element 
aus G, das diese Konjugation bewirkt. 1st L(C,(x)) # 1, so ist Ml eine Kom- 
ponente von L(C,(x)) und wir kannen g E N,(M,) wghlen. Dann enthllt 
aber V&&W(CG(x)))) eine Diedergruppe. Also ist L(C,(x)) = 1. 
Weiter mu0 es wegen der Struktur von CT(zJ ein Element b in T geben, dal3 
nicht in M x R lie@ und T n M zentralisiert. Also gibt es eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung 26 in T, die (zl , + , x, b) enthglt. 
Weiter ist G 3-balanced beziiglich E. W%re PI/‘, = 1, so folgte mit (1.20) ein 
Widerspruch. Also ist W, -7/- 1. Weiter ist wegen (1.15) C,(x) in NJ W,) ent- 
halten. Aus dem gleichen Grunde ist such CG(+) in W, enthalten. Das 
liefert nun, da0 L(N,( W,)/O(N,( W,))) ein direktes Produkt von drei zu Ml 
isomorphen Gruppen ist. Das widerspricht aber m(R) = 1. Somit ist gezeigt, 
da8 (x) stark abgeschlossen in M x R beziiglich G ist. 
Sei nun u ein Element aus T, , das in G zu a konjugiert ist. Dann ist x zu 
einer Involution ausZ(C,(u)) konjugiert. Dieses Element kann nicht in hf x R 
liegen. Enthnlt Z(C,(u)) keine Vierergruppe, die M x R nicht anschneidet, 
dann ist xa zu einem Element aus M x R konjugiert. Da aber eine Sylow 
2-Untergruppe von C,(xu) die gleiche Ordnung wie C,(a) hat, folgt somit ein 
Widerspruch. Also gibt es eine solche Vierergruppe. Geht man nun die 
Miiglichkeit fiir u durch, so sieht man, da0 es eine elementar abelsche Gruppe 
von der Ordnung acht gibt, die AJ~ n T zentralisiert. Das widerspricht aber 
der Bedingung 31 fiir G, . Somit ist gezeigt, daB a zu keiner Involution aus 
Tl in G konjugiert ist. Anwendung von [20, Lemma 161 liefert nun einen 
Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(2.7) LEMMA. Hat M genuu zwei Komponenten Ml und M, , so hat M 
ubelsche Sylow 2- Untergruppen. 
Beweis. Nach (2.6) wissen wir, dal3 Ml in C,(x)/O(C,(x)) nicht zu MS 
konjugiert ist. Weiter nehmen wir an, da8 Ml keine abelschen Sylow 2-Unter- 
gruppen habe. 
Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von C,(x)/O(C,(x)). Weiter sei S, = 
T n Ml und S, = T n Ms. Setze U = Q,(Z(T)). Wir zeigen zunlchst, 
da/3 <x) stark abgeschlossen in M x R beziiglich G ist. Sei also x zu einem 
Element aus M x R in G konjugiert, das von x verschieden ist. Dann 
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geschieht diese Konjugation schon in Nc(U). 1st / U / = 32, so gibt es eine 
elementar abelsche Untergruppe E von der Ordnung 64 in T, die U enthalt, 
und die eine Untergruppe E, von der Ordnung 16 enthalt, die in Mi eine zu 
PGL,(q) isomorphe Untergruppe zentralisiert. Sei 1 U 1 = 16. Gibt es eine 
elementar abelsche Untergruppe E von der Ordnung 64 von T, so enthalt diese 
such eine Untergruppe E, von der Ordnung 16, die in Mi eine zu PGL,(q) 
isomorphe Untergruppe zentralisiert. Gabe es nun keine solche Unter- 
gruppe, so muB S, in U enthalten sein. Weiter ist p ein Element aus NG( T) - 
C,Jx) und zr ein Element aus Z(S,), so ist [xi , p] = 1. Weiter erhalten wir 
nun R E 2, und T E D,n x E, oder T s San x E, . Nun liefert [5] einen 
Widerspruch. Sei nun zuletzt / Zr j = 8. Sei zunlchst S,O n S, # 1. Dann 
ist [p, zi] = 1. Weiter ist nun Sap n S, = 1. 1st 1 S, j $ 8, so enthalt T einen 
Normalteiler, der ein direktes Produkt dreier Diedergruppen ist. Das wider- 
spricht aber [zi , p] = 1. Also ist S, abelsch. Dann gibt es aber eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung 16, die in Mr eine Untergruppe, die 
zu PGL,(q) isomorph ist, zentralisiert. Das ist aber ein Widerspruch. Also ist 
Srp n S, = 1. Nun gibt es einen Normalteiler von T, der ein direktes 
Produkt dreier Diedergruppen ist. Dieser enthalt nun eine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 64, die von p normalisiert wird. Weiter 
enthalt E eine Untergruppe E1 von der Ordnung 16, die in Mr eine PGL,(q) 
zentralisiert. 
Wir haben somit gezeigt, da0 es in T immer eine elementar abelsche 
Untergruppe E von der Ordnung 64 gibt, die U und eine Untergruppe El 
enthalt, wobei El von der Ordnung 16 ist und in Ml eine Gruppe isomorph 
PGL,(q) fiir geeignetes q zentralisiert. Nach (1.12) ist G 3-balanced beziiglich 
E. Weiter hat IIJE nach (1.13) ungerade Ordnung. Sei zunachst I%‘, # 1. 
Betrachte NG( W,). Setze N = NG( W,)/O(N,( W,)). Nach (1.15) ist L(N) ein 
direktes Produkt von drei zu Mr isomorphen Gruppen. Das widerspricht 
aber m(R) = 1. Somit haben wir W, = 1 gezeigt. Anwendung von (1.20) 
liefert nun L(C,(x)) # 1. Weiter kiinnen wir L(C,(x)) g M annehmen. 
Setze nun D = N,(M). Dann ist D = C,(x), da m(R) = 1 war. Wir 
betrachten nun N,(M,), i = 1, 2. Wegen m(R) = 1, folgt nun 
L(N&Q) = ill = L(N,(M.J). 
Nun folgt aber mit (1.5) ein Widerspruch. Insgesamt haben wir somit 
gezeigt, daR (xj stark abgeschlossen in M x R beziiglich G ist. 
Dann gibt es eine Involution in T - ((M n T) x R), die zu x in G 
konjugiert ist. Wir zeigen zunachst, da8 R z 2, gilt. Sei also 4 1 1 R 1. Sei 
weiter y eine Involution, die nicht in R liegt. Weiter sei y - x in G. Dann ist 
(R, x) eine Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe. Insbesondere ist 
dann y zu xy konjugiert. Weiter gibt es eine Untergruppe T, von T vom 
Index zwei, so daB (2) stark abgeschlossen in Tl beziiglich G ist. Das liefert 
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dann aber, daB T ein direktes Produkt dreier Diedergruppen oder ein direktes 
Produkt zweier Diedergruppen und einer Semidiedergruppe ist. Nun gibt es 
dann wieder eine elementar abelsche Untergruppe E von T von der Ordnung 
64, die eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 enthalt, 
die in Mi eine PGL,(p) zentralisiert. Zusatzlich gibt es noch eine elementar 
abelsche Untergruppe El von E, so daB x zu y in Nc(Er) konjugiert ist. Wie 
oben, erhalten wir nun wieder einen Widerspruch. Damit ist R E 2, gezeigt. 
Sei nun wieder y # x eine Involution aus T, die in G zu x konjugiert ist. 
Wir nehmen zunachst an, daBy weder S, noch S, zentralisiert. Sei (xi , za) = 
CcMnT)( y). Dann ist y N yzi N y.za N yzrzs . Sei X = C,(y). 1st Z(X) = 
(zr , za , x, y), so ist X eine Sylow 2-Untergruppe von C,(y). Insbesondere 
ist x nicht zu y konjugiert. Also gibt es eine Involution in T, die von x ver- 
schieden ist und zu x in G konjugiert ist, aber S, oder Sa zentralisiert. 
Wir bezeichnen diese Involution mit z. Weiter nehmen wir zuntichst an, 
dal3 x entweder S, oder S, nicht zentralisiert. Klar ist, da0 x nicht in C,(z)’ 
liegt. Sei zt eine 2-zentrale Involution aus C,i(z) und z, eine 2-zentrale 
Involution aus CMz(z). Sei zunachst C,(z) nicht abelsch. Dann ist z zu x in 
Cc(q) oder &(~a) konjugiert. Wir kiinnen annehmen, dal3 z zu x in C,(q) 
konjugiert ist. Dann gibt es in L(CG(zl)/O(CG(zl))) eine Komponente N1 , 
so dal3 x in Ni eine zu Mi isomorphe Untergruppe zentralisiert. Das ergibt, 
dal3 zx nicht zu x konjugiert ist. 
Sei nun A = (S, x S,)(zx). Dann ist x zu keiner Involution aus A in G 
konjugiert. Nach [33; Lemma (5.38)] ist T # A(x). Sei nun z’ eine weitere 
Involution, die zu x in G konjugiert ist. Zentralisiere such z’ entweder S, 
oder S, nicht. Zentralisiert z’ wieder eine der beiden Gruppen, so erhalten 
wir wie eben, dal3 z’x nicht zu x konjugiert ist. 
Bilde A, = (S, x SJ(xx, x’x). Betrachtet manZ(Cr(c)) fur c E (S, x Sa)zz’, 
so sieht man, da0 x zu keiner Involution aus A, in G konjugiert ist. Wieder 
liefert [33, Lemma (5.38)] T # A,(x). Das liefert nun, da13 es eine Involution 
d geben mul3, die S, und Sa zentralisiert, und zu einem Element aus Z(T) 
konjugiert ist. Dann gibt es aber such eine solche Involution, die zu x kon- 
jugiert ist. 
Sei nun C,(z) abelsch. Dann ist z zu x in No(U), wobei 
u = (zl , x, x) x s, 
ist, konjugiert. 1st x nicht zu zx konjugiert, so kijnnen wir wie oben argumen- 
tieren. Nun sieht man aber leicht, daB C,(z) eine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(x) sein mu& Insbesondere ist a nicht zu x konjugiert. 
Wir haben also insgesamt gezeigt, daB es eine Involution k geben muB, die 
zu x konjugiert ist, und beide Gruppen S, und S, zentralisiert. Dann erhalten 
wir aber wie im Beweis, daD R E 2, gilt, einen Widerspruch. Somit ist das 
Lemma bewiesen. 
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(2.8) LEMMA. Sei Gl ein Gegenbeispiel vom Typ (A). Sei weiter x eine 2- 
zentrale Involution in G. Ist C,(x) nicht aujkbar, so besitzt C,(x) eke Normal- 
reihe 
1 d K < N < C,(x), 
so daJ K und &(x)/N au bs ar sind. Weiter ist N/K zu A, oder L,(q), fiir fl’ b 
geeignetes ungerades q, isomorph. 
Beweis. Sei wieder M = L(CG(x)/O(CG(x))) und R eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von Cc,(z),O(CG(r))(M). Wir nehmen an, da13 M mehr als eine Kom- 
ponente hat. Dann zeigen wir zungchst, da0 M such mehr als zwei Kompo- 
nenten hat. 
Habe .&I genau zwei Komponenten. Mit (2.5) folgt dann m(R) = 1. 
Weiter folgt mit (2.7), daD M eine abelsche Sylow 2-Untergruppe hat. Wir 
bestimmen zunschst die Struktur von R. 
Sei 8 j I R I. Dann ist klar, daD(x) stark abgeschlossen in M x R beziiglich 
G ist. Also gibt es ein s in einer Sylow 2-Untergruppe von C,(x), das nicht 
in M x R liegt. Weiter kiinnen wir wegen [9] annehmen, dal3 s zu x in G 
konjugiert ist. Dann ist (R, s) eine Diedergruppe oder eine Semidieder- 
is-we. Nun ist Z(C,(s)) = (zl, z2, z3, x, s) oder (z, , z2, x, s). Im 
zweiten Fall ist s zu xls, zzs, xlzzs, xs, qxs, qxs und zlxP~s konjugiert. Das 
liefert, dal3 CT(s) eine Sylow 2-Untergruppe von C&(s) ist. Also ist Z(CT(s)) = 
(53, , ,272 ) 33 ) x, s>. Dann hat x fiinf oder neun Konjugierte unter NG(Z(CT(s))). 
Beides widerspricht aber der Tatsache, daB(x) stark abgeschlossen in M x R 
ist. Somit haben wir gezeigt, dal3 1 R 1 1 4. 
Sei zuerst R z Z, . 1st I T: ((T n M) x R)l < 2, so folgt mit (1.16) ein 
Widerspruch. Also ist / T: ((T n M) x R)I = 4. Klar ist, daI3 T’ in Z(T)R 
enthalten ist. 1st R C T’, so folgt wie oben ein Widerspruch. Also ist 
T’ _CZ(T). Das liefert aber mit (1.16) wieder einen Widerspruch. 
Somit haben wir nun R g Z, gezeigt. Dann ist aber wieder T von der 
Klasse zwei. Somit erhalten wir mit (1.16) einen Widerspruch. 
Insgesamt haben wir gezeigt, da8 M mindestens drei Komponenten 
besitzt. Mit (1.19) folgt nun, daR M abelsche Sylow 2-Untergruppen hat. 
Mit den selben Methoden wie im Beweis von (1.19) erhalten wir, daD R 
zyklisch eine Quaternionengruppe oder eine Diedergruppe ist. Weiter ist 
T = E x R, wobei E eine elementar abelsche Gruppe ist. 1st (x) = Q,(R), 
SO foIgt mit [9J, daR R zu Z, isomorph ist. Nun folgt mit [34] ein Widerspruch. 
Also ist R eine Diedergruppe. Dann liefert [5] den Widerspruch. 
(2.9) LEMMA. Sei y eine Involution in G. Setxe U = C,( y)/O(C,( y)) und 
V = L(U). Sei weiter Tl eke Sylow 2- Untergruppe von U. Hat V zwei Kom- 
ponenten, so ist m(T,) > 6. 
418 G. STROTH 
Beweis. Sei m( Tr) = 5. Sei weiter Pr = C,(V) und P eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von PI . Dann ist m(P) = 1. Weiter ist Z(Z’,) in V x P enthalten. 
Nach (2.8) ist y nicht 2-zentral. Also gibt es eine Gruppe S in G mit / S: 
Tr 1 = 2. Weiter ist klar, dal3 Gr nicht einfach ist. Sei E eine elementar 
abelsche Untergruppe von P x P von der Ordnung 32. Dann ist N,(E) 
in C,(y) enthalten. Sei nun s ein Element aus S - Tl . Dann ist ES f E. 
Insbesondere ist Es nicht in V x P enthalten. Setze E = (x1 , x2 , x3 , x4 , y). 
Sei zuerst / Es n E 1 = 16. Dann ist ES = (xi , z, xs , xq , y), wobei z nicht 
in M x P liegt. Das liefert y” = x1 oder y” = x1 y. Weiter ist xas = z. Dann 
gilt (~ay)~ = zx, oder zxr y. Dann ist xsy zu z oder zy konjugiert. Das 
liefert dann, dal3 y zu x1 und x1 y konjugiert ist. Das ist aber ein Widerspruch, 
da G, nicht einfach ist. 
Also haben wir 1 ES n E / = 8. Dann ist ES = ‘,.x1 ,zr , xa , 2.’ , y). Weiter 
ist y” = xr , x2 oder yxrxa . Wir kijnnen noch (x2x$ = zrzs annehmen. 
Ahnlich wie eben folgt ein Widerspruch, falls ys = x1 oder .~a ist. Sei also 
y” = yxlxz . Dann hat x unter N,(E”) genau neun Konjugierte. Das liefert 
nun, da8 U eine Untergruppe V, enthalt, die zu PGL2(q1) x PGL,(q,) x P 
isomorph ist. Weiter ist klar, da13 P g 2, gelten mu& Wir zeigen zunachst, 
da8 L,(p,) in U normal ist. Ware das nicht der Fall, so ware L,(q,) zu L.&J 
in U konjugiert. Dann hat Q,(Z(S)) die Ordnung zwei. Sei nun T eine Sylow 
2-Untergruppe von G. Dann hat Q,(Z(T)) such die Ordnung zwei. Insbe- 
sondere ist jede 2-zentrale Involution von G zu xrxa in G konjugiert. Da aber 
wegen 1 Q,(Z(T))/ = 2 die Gruppe CG(xlxZ) auf&bar ist, folgt nun ein 
Widerspruch zur Generalvoraussetzung, da13 es eine 2-zentrale Involution mit 
nicht auflosbarem Zentralisator gibt. 
Sei nun T2 eine Sylow 2-Untergruppe von PGL&) x PGL,(q,). Dann ist 
T, normal in T, ; weiter ist TJT, zyklisch. Man sieht nun leicht, dal3 S eine 
Sylow 2-Untergruppe von G ist. 
Wir zeigen zunachst [xe , s] = 1. Sei also [xa , s] + 1. Dann ist 
[ yxa , s] = 1. Da C,(( y, .~a>) die Gruppe PGL,(p,) involviert, folgt, da8 
C,( yxa) nicht auf&bar ist. Das liefert nun, daB 
Z(S) n Wd Y"2)IWc(% YN) = (,X1) 
ist. Dann zentralisiert s aber x1 und xrxa , Das ist ein Widerspruch. Somit 
haben wir [xa , s] = 1 gezeigt. 
Wir zeigen nun, da8 jede Involution s E S - Tl 2-zentral ist. Sei also s eine 
Involution aus S - T, , die nicht 2-zentral ist. Nach [33, Lemma (5.38)] ist 
s zu einer Involution aus Tl konjugiert. Dann ist s sogar zu einer Involution 
aus /x1 , x2 , y) konjugiert. Das liefert dann, dal3 <x1 , xa , y> zu %,x1 , xa , S) 
konjugiert ist. Da nun aber s zu xrs, xzs und xrxss in S konjugiert ist, folgt 
ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, dal3 jede Involution aus S - T, 
2-zentral ist. 
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Da y offensichtlich zu keiner Involution aus T, in G konjugiert ist, folgt 
nun 1 T,/T, 1 3 4. 
Wir betrachten nun CG(xa). Da .~a 2-zentral ist, folgt, da8 N = 
L(Cc(xz)/O(Cc(xa))) einfach ist. Weiter ist C,(y) zu PGL,(q,) oder L,(qJ 
isomorph. Das liefert, da8 N zu L&J,), L3((qJ2) oder A, isomorph ist. Wegen 
j T,/T, / 3 4 ist N s d, nicht miiglich. Sei N s L,(q,). Dann ist y in 
C,-J~,),~(~~(~~))(N) enthalten. Da s in &(x2) liegt, folgt, dal3 x1 in 
Cc,(s,),o(c,cc,))(N) enthalten ist. Das ist aber ein Widerspruch, da x1 in N 
enthaiten ist. Also ist N zu ~5,((q,)~) isomorph. Weiter bewirkt y den Korper- 
automorphismus von der Ordnung zwei auf N. 
Setze nun I+‘, = S n (N x Cc,cr,,iocc,(+,,,(~)). Dann ist S/W, zu 
Z, s Z,n isomorph, wobei Zan zu T,/T, rsomorph ist. In Tl gibt es ein 
Element y1 mit Qr(( yr)) = ( y), so da!3 ylT2 die Gruppe T,/T, erzeugt. 
Nun kijnnen wir in S eine Untergruppe W, finden, die normal in S ist und 
II’r enthalt, so da8 ylW, die Gruppe S/W, erzeugt. Weiter kiinnen 
wir annehmen, daf3 y nicht in W, liegt. Sei nun W, die Untergruppe von S, 
die von W, und ar(( yr>) erzeugt wird. Nach [20, Lemma 161 ist yr zu einem 
Element aus IV, konjugiert, oder eine gerade Potenz von yr ist zu einem 
Element aus S - Iv, konjugiert. Da alle Involutionen aus W, 2-zentral sind, 
ist y zu keiner Involution aus W, in G konjugiert. Also ist yr zu keinem Ele- 
ment aus W, konjugiert. Die Struktur von C,(y) und CG(x2) liefert nun, dal3 
such keine gerade Potenz von yr zu einem Element aus S - W, in G kon- 
jugiert ist. Das ist aber ein Widerspruch. Dieser Widerspruch beweist 
das Lemma. 
Im folgenden sei x eine 2-zentrale Involution, deren Zentralisator nicht 
auf&bar ist. Sei Hr = C,(x), H = H,/O(H,), M = L(H), R, = C,(M) und 
R eine Sylow 2-Untergruppe von R, Nach (2.8) wissen wir, daB M zu A, 
oder L,(q) isomorph ist. Mit T werden wir eine Sylow 2-Untergruppe von G 
bezeichnen, die in HI enthalten ist. 
(2.10) LEMMA. Es gilt m(R) :: 3. 
Beweis. Sei m(R) > 4. Sei weiter E eine elementar abelsche Untergruppe 
von R von der Ordnung mindestens 16. Weiter gibt es eine Vierergruppe in 
M. Diese sei 17. Dann ist I’ x E eine elementar abelsche Untergruppe von 
T mit / I’ x E / > 64. Nach (1.12) ist G 3-balanced beziiglich I’ x E. Klar 
ist, daI3 nicht jede charakteristische abelsche Untergruppe von R zyklisch 
ist. Somit wahlen wir die Untergruppe E so, daI3 E eine charakteristische 
abelsche Untergruppe von R enthalt, die von mindestens zwei Elementen 
erzeugt wird. Nun setzen wir F = v x E. Nach (1.13) hat dann W, ungerade 
Ordnung. Wir nehmen zunachst an, daR W, # 1 ist. Setze N = NG( W,) und 
S = N/O(N). Klar ist, daB HI in ,v enthalten ist. Wir betrachten nun 
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L(X). 1st L(X) nicht zu M isomorph, so be&t L(X) mindestens zwei 
Komponenten. Da x 2-zentral ist, folgt nun mit (2.8), daB L(X) genau zwei 
Komponenten enthalt. Dann ist aber m(R) < 3, AIso haben wir gezeigt, da13 
L(X) zu iJ!f isomorph ist. Weiter ist N~(Z(O~(R~)))~O(N~(Z(O~(R~)))) zu X 
isomorph. Sei nun Y eine in T normale Vierergruppe, die in E enthalten ist. 
Sei weitery ein Element aus T, das Y zentralisiert und zu x in G konjugiert ist. 
Zentralisiere y weiter such V. 1st y in F enthalten, so setze Fl = F, sonst 
Fl = (V, Y, y>. Nach (1.12) ist G 3-balanced beziiglich Fl . Weiter ist 
ITF1 = WF . Sei nun g E G mit xg = y, B = C,(y) und weiter y nicht in 
Z( 2’) enthalten. Dann gibt es eine Untergruppe B, in C,(y) mit 1 B, : B 1 = 2. 
Sei b ein Element von B, - B. Dann normalisiert b in Fl eine Untergruppe 
von der Ordnung mindestens acht. Sei Yb -+ Y und y q! F. Betrachte Flb. 
Es gibt dann ein F2 , so dal3 Yg in F, liegt und F, n Fl die Ordnung 16 hat. 
Also ist ‘cy,, = I%~~~ nach (1.15). Weiter ist such 1 F, n Fib j = 16. Nun 
liefert (1.15), daR 6 m Nc( r/v,) liegt. Insbesondere ist y in Z(O,( RI)) enthalten. 
Also kijnnen wir y E F annehmen. Dann kiinnen wir sogar y E V >i Y 
annehmen. Sei F3 = Fb. Dann gibt es in F3 eine Untergruppe vom Index 
zwei, die V x Y zentralisiert. Sei z GF~ - (P’ x Y) ein Element, das 
V x Y zentralisiert. Setze Fz = (V, Y, z). Dann ist W, -I- WFa = WF2 = 
W,S nach (1.15). Also ist b in N enthalten. Damit ist y E Z(O,(R,)). 
Wir haben somit gezeigt, daO jedes Element y, das I’ x Y zentralisiert 
und zu x in G konjugiert ist, in Z(O,(R,)) liegt. Wir haben sogar gezeigt, dal3 
N eine Sylow 2-Untergruppe von C,(y) fur jedes Element y enthalt, das 
V X Y zentralisiert. 
Sei nun c ein Element aus T, das V zentralisiert. Weiter sei c zu x in G 
konjugiert. Setze X = C,(c). Weiter wollen wir annehmen, dal3 I’ von c 
nicht zentralisiert wird. Dann enthzlt H1 keine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(c). Nun ist c kein Quadrat in HI . 1st 1 Z(O,(R,)) n Z(C,(c))l > 4, so 
kijnnen wir wie oben argumentieren. Das ergibt dann allerdings einen Wider- 
spruch. Also gilt (x) = Z(O,(R,)) n Z(C,(c)). Weiter ist x kein Quadrat in 
Cr.(c). Da m.(R) > 4 ist, gibt es in C,(c) eine Vierergruppe Y1 mit c $ Y, . 
Dann ist Fl = (Y, Yr , c> elementar abelsch von der Ordnung 32. Nach (1.12) 
ist G 3-balanced beziiglich Fl . Nach (I. 15) ist WF, = W, . Sei nun S < C,(C) 
mit 1 S: Cr(c)I = 2 und b ein Element aus S - C,(c). Setze F, = Fib. Dann ist 
Fib in HI enthalten. Also enthalt Fib eine Untergruppe F, vom Index zwei in 
Ij;*, die x und c enthalt und V zentralisiert. 1st V < Fib, so folgt mit (1.15) 
WF, = wq. Nun liefert (1.14) den Widerspruch. Also ist Y $ Fib. Dann ist 
aber F3 = (Fz, V> elementar abelsch von einer Ordnung mindestens 32. 
Nun liefert wieder (1.15) Wf, = Wps = WF1,. Wieder erhalten wir mit 
(1.14) den Widerspruch. Insgesamt haben wir somit gezeigt, dal3 alle Ele- 
mente, die zu x in G konjugiert sind und I’ zentralisieren, in Z(O,(R,)) 
enthalten sind. 
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Sei nun g E G mit xg EZ(R). D ann ist (O,,,s(Cc(x)))g = Oa,,a(Cc(xg)). 
Dann gibt es aber ein Element f~ Cc(xg), so da0 gfE N,(R) ist. Da aber 
N,(R) und Cc(xg) in N enthalten sind, folgt nun g E A? 
Sei nun d E T mit [d, V] # 1. Sei weiter d zu x in G konjugiert. Dann ist 
C&,+(d) = (z). Setze U = Z(C,(s)). Sei weiter d zu xd in T konjugiert. 
Dann ist klar, dal3 NG( U) nicht in N liegen kann. Jetzt sieht man aber leicht, 
daR Qr(U) mindestens die Ordnung 32 haben mul3. Insbesondere ist G 
3-balanced beziiglich Q,(U) = Fl . Nun gibt es in Fl eine Untergruppe vom 
Index zwei, die V zentralisiert. Sei F, das Erzeugnis von P’ mit dieser Unter- 
gruppe. Dann ist F2 von der Ordnung 16, und G ist 3-balanced beziiglich F, . 
Weiter ist WF, = WF, nach (1.15). Nun folgt aber, da8 es eine Gruppe F3 
von der Ordnung 32 gibt, die V x Y enthalt und mit F, mindestens einen 
Durchschnitt von der Ordnung 16 hat. Das liefert nun WF1 = WF, = WF, = 
W, . Das ist aber ein Widerspruch. Wir haben somit gezeigt, dal3 d nicht zu 
dx konjugiert ist. Weiter haben wir 1 F, 1 < 16. Da d $ C,(d)’ ist, folgt nun 
such x $ C,(d)‘. Weiter ist [Y, d] = 1. Also ist Q,(U) = (z, x, y, d), wobei 
ix, y) = Y sei. Gibt es in C,(d) eine elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung acht, so kijnnen wir wie oben argumentieren. Somit kijnnen wir 
annehmen, da0 d zu yd konjugiert ist. Dann ist d N yd N zd N yxd. Da 
wieder N,(F,) nicht in N liegen kann, folgt nun ein Widerspruch, da Y stark 
abgeschlossen in (2, Y, beziiglich G ist. 
Insgesamt haben wir gezeigt, daB alle Konjugierte von x, die in T 
liegen, in Z(O,(R,)) liegen. Anwendung von [IO] liefert nun einen 
Widerspruch. 
Somit ist W, = 1 gezeigt. Nun liefert (1.20), da8 M = L(H,) # 1 ist. 
Setze B = N,(M) und R, = C,(M). D ann ist R eine Sylow 2-Untergruppe 
von R, . Sei wieder Y wie oben. Dann ist L(C,( y)) # 1 fur alley E Y+. Das 
liefert dann, da13 L(C,(s)) # 1 ist fur alle s E C,(Y)+. Sei nun e eine Involu- 
tion in R - C,(Y). Zentralisiert e in C,(Y) keine Vierergruppe, so ist C,(Y) 
nicht abelsch. Dann konnen wir x E C,(Y)’ annehmen. Insbesondere ist 
C,( y) C B fur alle y E C,( Y)#. Also ist 1 C,(Y) r\ C,( Y)g ( ungerade fur alle 
LEG-B. Sei nungEG-B mit S = C,(Y)gnT#l. Setze D = 
C,(Y)S. Nach (1.4) ist N,(S) g S x S. Weiter ist Sb n S = 1 fiir alle 
b E C,(Y) - N(S). Nun ist (1.3) anwendbar. Wegen m(C,(Y)) = 4 und der 
Voraussetzung, da8 e keine Vierergruppe in C,(Y) zentralisiert, folgt nun, 
dal3 der schwache AbschluB von S in D zu N,(S) isomorph ist. Das liefert 
zunachst, dal3 S eine Vierergruppe ist. Dann hat aber C,(Y) hiichstens die 
Ordnung 16. Dann zentralisiert e aber wieder eine Vierergruppe in C,(Y). 
Insgesamt haben wir also gezeigt, daB jede Involution aus R eine Vierergruppe 
in C,(Y) zentralisiert. Somit ist L(C,(s)) # 1 fur alle Involutionen s E R#. 
Das liefert dann, da8 G eine Standard-Untergruppe besitzt. Nun liefert 
(1.1) den Widerspruch. Somit ist das Lemma bewiesen. 
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(2.11) LEMMA. Es ist m(T) < 5. 
Beweis. Sei m(T) > 6. Nach (2.10) ist m(R) < 3. Also ist m(R) = 3. 
Weiter gibt es eine Involution k, die auf M einen gul3eren Automorphismus 
induziert, der MA T zentralisiert. Diese Involution kijnnen wir so wghlen, 
daR sie in R eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung acht 
zentralisiert. Sei E diese Untergruppe. Sei weiter v eine Vierergruppe in 
M n T und F = (V, E, k). Dann ist G nach (I. 12) 3-balanced beziiglieh F. 
Weiter hat W, nach (1.13) ungerade Ordnung. Wir werden zunachst W, = 1 
zeigen. 
Nach [26] ist 5@%&+a(T) # ,@. Wegen m(C,(k)) = 3 folgt jetzt mit 
[29, III Satz 13.101, da0 es in R eine Vierergruppe Y gibt, die in Tnormal ist. 
Sei El eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung acht in C,(Y). 
Dann ist F, = &’ x El elementar abelsch von der Ordnung 32. Nach (1.12) 
ist G 3-balanced beziiglich Fl . Weiter ist die Ordnung von WF, nach (1.13) 
ungerade. Sei Wp, # 1. Setze N = NG( 14TFl) und Nr = N/O(N). Klar ist, 
daR HI in N enthalten ist. 
Habe zuerst L(N,) zwei Komponenten Mr und M, . Dann kiinnen wir 
ilfr s &I und x E Mz annehmen. Weiter gibt es eine Vieregruppe (kl , k2), 
so dafi ki auf 1L1, einen auGeren Automorphismus bewirkt, der &Ii n T 
zentralisiert. Weiter gilt [kg , Mj] = 1 fiir i -# i. 
Wir kijnnen annehmen, daR I; = ‘,,x, k,) ist. 
Sei 1 T: C,(Y)/ = 2. Sei jetzt a ein Element von minimaler Ordnung aus 
T - Cr( I’). Setze X = C,(a) und U = sZ,(Z(X)). Dann ist kza = xk, . 
Weiter ist klar, da8 x ein Quadrat in X ist. Nun folgt, da8 drr Durchschnitt 
der Frattini-Gruppe von X mit U in <.z, x, k,j enthalten ist. 1st ein EIement 
c aus <z, x) k, ein Quadrat, so enthglt L~C~(c)/O(C~(c))) zwei Komponenten. 
Insbesondere ist ein solches Element c nicht zu x in G konjugiert. WZre x zu 
.z in G konjugiert, so w2re x zu x in NG( T) konjugiert. Dann gibt es aber in T 
einen Normalteiler B, der ein direktes Produkt dreier Diedergruppen ist, SO 
dal3 Z(B) in Z( T) enthalten ist. Das ist aber ein Widerspruch. Insgesamt haben 
wir somit gezeigt, da8 X eine Sylow 2-Untergruppe von C,(a) ist. Sei jetzt 
b ein Element aus C,(Y), das in G zu a konjugiert ist. Dann ist Y zu 
einem Element aus Z(C,(b)) konjugiert. Da aber x ein Quadrat in C,(a) ist, 
folgt jetzt ein Widerspruch. Anwendung von [20] liefert jetzt einen Wider- 
spruch zur Einfachheit von G. Insgesamt haben wir somit gezeigt, daD ke 
in Z(T) liegt. Genauso sieht man such, da8 K, in Z(T) liegt. 
RIit (2.8) erhalten wir jetzt, dal3 AT1 zu z;i x & isomorph ist. Dann folgt 
aber mit (I .16) der Widerspruch. 
Habe nun L(N,) nur eine Komponente. Wegen m(R) = 3 folgt jetzt 
leicht, da0 Nr zu N,(Z(O,(R,)))/O(N,(Z(O,(li,)))) isomorph ist. Jetzt liefern 
die gleichen Argumente wie in (2.10), da8 WF, = 1 sein mu& 
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Somit haben wir I%‘r, = 1 gezeigt. Nun ist j E 17 F1 / mindestens vier. 
Also hat F (1 Fl mindestens die Ordnung 16. Nach (I .lS) ist dann Wr = 
IlrF = 1. Womit W, = 1 gezeigt ist. 
Die Anwendung von (1.20) liefert nun, dai3 L(H,) = M + 1 ist. Setze 
B = N,(M) und P = C,(M). Dann ist R eine Sylow Z-Untergruppe von P. 
Klar ist, daR nach (1.20) L(C,(s)) # 1 ist fur alle s E E#. Sei nun wieder Y 
wie oben. Dann folgt, dal3 L(C,( y)) # 1 ist fur alley E Y#. Das liefert dann, 
daR L(C,(t)) f 1 ist fiir alle t E C,(Y)*. Sei nun e eine Involution, die in 
C,(Y) keine Vierergruppe zentralisiert. Dann ist Cc,tr)(e) zyklisch von der 
Ordnung mindestens vier oder eine Quaternionengruppe. 
Wir kiinnen annehmen, da8 C,(Y) nicht abelsch ist. Weiter konnen wir 
dann sogar x E C,(E)’ annehmen. Nun hat Z(T) n T’ die Ordnung vier. 
Sei X eine Sylow 2-Untergruppe von M n T und x eine Involution aus 
Z(X). Dann ist T’ n Z(T) = <z, x). Sei p ein Element in N(T), das x nicht 
zentralisiert. Dann ist Xp I? S = 1. Dann gibt es aber einen Normalteiler R 
in T, der ein direktes Produkt dreier Diedergruppen ist. Weiter ist Z(A) in 
7”’ n Z(T) enthalten. Das ist aber ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, 
daO x + = +J zx + x gilt. 
Wir nehmen nun an, daR e keine Involution k, zentralisiert, die auf ib? 
einem &&eren Automorphismus bewirkt, der X zentralisiert. Dann 
folgt, daB m&&(e)) = 4 ist. Weiter ist Z(C,(e)) n D(Cr(e)) = (x, 2). Dann 
ist CT(e) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(e). Sei nun a eine Involution aus 
C,(Y), die zu e in G konjugiert ist. Dann ist ~~(Z(~~(u))) = {Y, a, x). Wir 
nehmen nun an, da8 kein Element aus Y* zu einen Element aus ix, x>, das 
von x verschieden ist, in G konjugiert ist. 1st dies der Fall, so folgt, da8 u 
zu e in C,(x) konjugiert ist. Das ist aber ein Widerspruch. 
Es bleibt also noch zu zeigen, da6 I’ in <z, Y} stark abgeschlossen beziig- 
lich G ist. Sei also y E Y#. Sei weiter y zu einem Element h aus J<Z, Y) - Y 
in G konjugiert. Dann geschieht diese Konjugation schon in N,(C,(Y)). Da 
aber x EC,(Y)’ ist, folgt 1 C,(Y) n C,(Y)s j = 1 fur alle g E G - R. Da 
aber ~~(Z(C~(Y~)) elementar abelsch von der Ordnung acht ist, folgt nun 
ein Widerspruch. 
Somit ist gezeigt, da8 e zu keiner Involution aus C,(Y) in G konjugiert ist. 
Anwendung von [33, Lemma (5.38)] liefert nun einen Widerspruch. 
Zentralisiere nun e eine Involution k, , die auf ilil einen aul3eren Auto- 
morphisms bewirkt, der X zentralisiert. Dann zentralisiert k, in M eine zu 
PG&(q) isomorphe Untcrgruppe. Weiter operiert k, auf 0(&(e)). Da aber 
L(C,(k,)) + 1 ist, folgt nun, dal3 such L(C&e)) If 1 ist. 
Zentralisiert e in C,(Y) eine Vierergruppe, so folgt wieder L(Cc(e)) f 1. 
Also haben wir fiir alle Involutionen t E R gezeigt, dab L(C,(t)) # 1 ist. 
Hat L(B) zwei Komponenten, so folgt mit (1.5) ein Widerspruch. Also hat 
L(B) nur eine Komponente. Dann hat aber G eine Standard-Untergruppe A 
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mit m(C(A)) 2 2. Mit (1.1) folgt nun ein Widerspruch. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 
(2.12) LEMMA. Es ist m(R) 6 2. 
Bmeis. W’ir nehmen gemal3 (2.10) m(R) = 3 an. Sei E eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung acht von R. Sei weiter y E E+. Wir 
betrachten zunlchst A = C,( y)/O(C,( y)). Nach (2.9) und (2.11) hat L(A) 
genau eine Komponente. Diese woflen wir mit U bezeichnen. 1st x in C,(U) 
enthalten, so ist E in C,(U) enthalten. Sei also x nicht in C,(U) enthalten. 
Dann zentralisiert x in U eine zu PG.&(q) isomorphe Untergruppe. Ins- 
besondere liefert das, da0 U n E = 1 ist. Das liefert, dal3 das Bild von E in 
Aut,( V) die Ordndng zwei hat. Nun liefert die Struktur von Aut(L,(q)) 
bzw. Aut(A,), daR U lokal l-balanced beziiglich E ist. Anwendung von (1.12) 
liefert nun, da8 G balanced bezuglich E ist. Weiter liefert (1.13), da8 FY,, 
ungerade Ordnung hat. 
Wir nehmen nun zunlchst an, da8 R keine in T nor-male Vierergruppe 
enthiilt. Nach [25, III Satz 13.101 ist R zu Q8 + Q%n, Q8 c Q8 * Zzn, QB * Q8 + Qgz 
oder Q, * D8 * D,n isomorph. Sei zunachst 16 1 j M I. Klar ist, dal3 P%‘N,(T) 
nicht leer ist. Also gibt es eine Involution K in T, die auf i&f einen aul3eren 
Automorphismus bewirkt, der M n Tzentralisiert. Weiter ist 1 R: C,(k)1 < 2. 
Nach (2.11) ist m(C,(K)) < 2. Das liefert zunachst, da8 R zu Q8 * Qzn oder 
Qs * Qa * Z, isomorph ist. Das liefert nun aber, da8 R doch eine in T normale 
Vierergruppe enthalt. Somit ist gezeigt, da8 16 { ] M 1. Sei nun 8 1 I M /. 
Ist M zu L,(p) isomorph, so folgt, da13 PGL,(q) nicht in H involviert ist, da 
wir sonst wie oben schliel3en konnen. Somit ist H~MR~ zyklisch. Anwendung 
von [25] liefert wieder R g Qs + Q+ Dann enthllt aber R wieder eine in T 
normale Vierergruppe. Das gleiche gilt, falls 8 nicht die Ordnung von M teilt. 
Wir haben also gezeigt, da8 R immer eine in T normale Vierergruppe Y 
enthalt. Sei nun E so gewiihlt, da8 Yin E enthalten ist. Sei zunachst W, # 1. 
Dann ist Hr in Ni = No( W,) enthalten. Setze N = N,/O(N,). 
Sei zuerst O,(N) # 1, Dann ktinnen wir x E O,(N) annehmen. Setze nun 
R, = C,(Y). Sei weiter s eine Involution aus R, und g ein Element aus G 
mit@ERa. Dann zentralisiert SQ in R, eine elementar abelsche Untergruppe 
El von der Ordnung acht. Wegen ] E n El ] > 4 gilt nach (1.15) WE = WE, . 
Wir kijnnen 0.B.d.A. s E E annehmen. Dann ist das volle Urbild von 
L(C~(s)~O(C~(s))) in N1 enthalten. Das gleiche gilt fur sg. Also ist sg E El C R. 
Das liefert EQ = El . Mit (1.14) folgt nun, daD g E N1 ist. Somit haben wir 
gezeigt, dal3 1 R, n R,g / ungerade ist, falls g E G - iV1 ist. Nach (1.4) gibt es 
ein gfG-A$, SO da13 R&J n T # 1 ist. Setze S = R# n T. Sei 
zun%chst S zyklisch. Dann folgt mit (1.3), da8 R, eine Vierergruppe ist. Das 
widerspricht aber m(R,) = 3. Setze D = R,S. Sei S normal in D. Dann ist 
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m(S) = 3. Insbesonder ist m(D) = 6. Das widerspricht aber (2.11). Sei W 
der schwache Abschlul3 von S in D beziiglich R, . Sei zunachst WE S x 9. 
Dann ist S abelsch und m(S) < 2. Die Struktur von Aut(M) liefert, dal3 
S n (M x R) # 1 ist. S omit ist Z(T) n S # 1. Das liefert nun aber mit 
(1.3), da8 S in D normal ist. Das ist ein Widerspruch. Sei nun zuletzt 
1 W 1 = 1 S /a. Dann ist S eine zyklische Gruppe von der Ordnung zwei. 
Das ist aber ein Widerspruch. Insgesamt erhalten wir nun mit (1.3) einen 
Widerspruch. 
Somit ist O,(N) = 1 gezeigt. Betrachte nun B = L(N). Wir wissen jetzt, 
daD B genau zwei Komponenten besitzt. Wir kijnnen weiter annehmen, dal3 
x in R’ liegt. Also ist M eine der Komponenten. Sei Mi die andere. Dann liegt 
.v in Ml . Weiter gibt es eine Involution y, die M zentralisiert. Diese Involu- 
tion konnen wir so wahlen, daD sie auf Mr einen SuReren Automorphismus 
induziert, der Ml n T zentralisiert. Nun liefert (2.9), da8 Ml zu A, isomorph 
ist. Insbesondere ist y kein Quadrat. Also gibt es eine Untergruppe v von T 
vom Index zwei, die y nicht enthalt. Klar ist, da8 y zu keiner Involution aus 
B in G konjugiert ist. Sei nun s eine Involution in V - (V n B), die in G zu y 
konjugiert ist. Dann bewirkt s auf M oder Ml einen Automorphismus, der in 
M n T oder Ml n T nur eine Involution a zentralisiert. Day zu s konjugiert 
ist, folgt nun, da8 x kein Quadrat in Cr.(s) ist. Also ist s zu sx in T konjugiert. 
Somit bewirkt s auf Ml einen Diagonalautomorphismus. Dann ist aber x doch 
ein Quadrat in C,(s). Somit haben wir gezeigt, dal3 y zu keiner Involution aus 
I’ in G konjugiert ist. Die Anwendung von [33, Lemma (5.38)] liefert nun 
einen Widerspruch. 
Insgesamt haben wir somit gezeigt, da8 WE = 1 ist. Das liefert nun, dal3 
L(C,(b)) # 1 . t f is ur alle b E C,(Y)*. Sei nun c eine Involution in R - C,(Y). 
Wir nehmen an, da6 c in C,(Y) keine Vierergruppe zentralisiert. Dann ist 
insbesondere C,(Y) nicht abelsch. Also konnen wir x E C,(Y)’ annehmen. 
Sei nun M = L(C,(x)) und C = N,(M). Dann folgt zunachst, dal3 C,(y) fur 
alle y E Y# in C enthalten ist, da die aul3ere Automorphismengruppe von 
L(C,( y)) abelsch ist. Das liefert dann such, daD Cc(s) fur alle s E C,(Y)+ in 
C enthalten ist. Insbesondere ist nun / C,(Y) n C,(Y)q 1 = 1 fur alle 
g E G - C. Nun folgt wie oben ein Widerspruch. 
Somit haben wir gezeigt, da13 jede Involution aus R in R eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung acht zentralisiert. Das liefert dann, 
dal3 L(C,(s)) # 1 ist fur alle s E R#. Sei nun C,(M) nicht auf&bar. Dann 
besitzt L(N,(M)/O(N,(M))) genau zwei Komponenten. Wie oben, erhalten 
wir nun wieder, dal3 G eine Untergruppe vom Index zwei besitzt. Das ist aber 
ein Widerspruch. Somit ist C,(M) auf&bar. Dann besitzt G eine Standard- 
Untergruppe il mit m(C,(A)) 3 2. A nwendung von (1.1) liefert jetzt den 
Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
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(2.13) LEMMA. Es ist m(T) < 4. 
Beweis. Sei m(T) > 4. Nach (2.11) ist dann m(T) = 5. Weiter ist nach 
(2.12) m(R) = 2. Also gibt es eine Involution k, die auf M einen auDeren 
Automorphismus induziert, der &Z n T zentraiisiert. Weiter zentralisiert K
in R eine Vierergruppe. Setze R, = (R, k). Nun ist klar, dal3 R, eine normale 
Vierergruppe Y besitzt. Weiter ist m(C,a(Y)) = 3. 
Sei nun E eine elementar abelsche Untergruppe von R, von der Ordnung 
acht. Wir zeigen zunachst, da0 G beztiglich E balanced ist. Sei also s E E-7. 
Setze C = C,(s)/O(C,(s)). 1st x E Cc(L(C)), so ist L(C) lokal I-balanced 
beziiglich E. Bewirke nun x einen Automorphismus auf L(C). 1st M g A, , 
so kijnnen wir wie eben schliel3en. Sei also M s -4, . Weiter kiinnen wir 
nun s = k annehmen. Nun ist C,(k) s E4. Sei AZ1 = L(C). Dann ist 
C,(k)’ n ilJr = 1, da wir sonst wie oben argumentieren konnen. Sei R, = 
C&k&) und R4 eine Sylow 2-Untergruppe von R, . Dann ist m(R,) = 3. 
Somit gibt es aber eine 2-zentrale Involution i, so da~C~~~)~O(~~(~)) eine zu C 
isomorphe Untergruppe enthalt. Dann ist aber eine Sylow 2-Untergruppe von 
~c,(i)/o(c~(i))tL(~c(~~lot~~t~~~~~ vom 2-Rang drei. Das widerspricht (2.12) 
Wir haben also gezeigt, daB fiir jede Involution s E E* jede 2-Komponente 
von C,(s) lokal l-balanced beztigiich E ist. Mit (1.12) folgt nun, da0 G 
balanced beziiglich E ist. Weiter hat W, nach (1.13) ungerade Ordnung. 
Wir nehmen zungchst W;, # 1 an. Setze Nt = NG( FtiE) und N = ~~/O(~~). 
Klar ist wegen (1.15) wieder, dab C,(x) in Nr enthalten ist. Sei zunachst 
O,(N) # 1. Dann kiinnen wir annehmen, daI3 N in O,(N) enthalten ist. 
Insbesondere ist L(N) zu -%f isomorph. 
Sei nun y E R, mit [ y, Y] = 1. Sei weiter y in G zu x konjugiert. Dann 
kijnnen wir wegen (1.15) y E E annehmen. Sei zunachst y 4 Z(T). Sei weiter 
5’ = C,(y) und S, eine Untergruppe von C,(y) mit / S, : S j = 2. Dann 
gibt es ein g E S, - S mit xg #= x. Wir betrachten E” = E, . Nun ist E, in 
R2g enthalten. Da aber y zu x konjugiert ist, folgt, dab es eine Gruppe Ee 
mit (ix, y) c Ez gibt, die elementar abelsch von der Ordnung acht ist. Weiter 
ist [ E, n El / 3 4. Nach (1.15) ist dann W, == WE, = WE, . Nach (1.14) 
ist dann g E N1 . 
Sei nun y E Z( T). Dann ist x zu y in NG( T) konjugiert. Sei nun g E N,(T) 
mit xg = y. Klar ist nun, da8 E’ in Z(T) enthalten ist. 1st x in T’ enthalten, so 
folgt y E T’. Dann ist aber y in R enthalten. Nun ist wieder klar, dal3 
iEsn.Ej > 4 ist. Damit liegt g wieder in Nr . Sei nun x 4 T’. Dann ist R, 
abelsch. Sei \z) = Z( T n ilf). Dann ist (M n 7’)‘)~ n (AZ n T) -# 1, da es 
sonst eine Untergruppe von 7’ geben w&de, die ein direktes Produkt 
dreier Diedergruppen ist. Also ist z E Z(N,(T)). Nun ist aber <.e, E) = 
Q,(Z(&(Z(Tmod <x::,)))). Insbesondere ist 1 Eo n E 1 > 4. Somit haben wir 
insgesamt gezeigt, daR g in X1 liegt. Das hei&, dab y in Z(O,(R,)) liegt. 
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Sei nun s eine Involution aus R, die in G zu einer Involution aus Z(T) 
konjugicrt ist. Sei weiter s # X. Sei zunkhst s EZ(T). Weiter wollen wir 
annehmen, da8 es ein p E NG( T) gibt mit P # s. Wie oben folgt wieder X~ = z. 
Hat Qr(Z(T)) die Ordnung 16, so ist E C Z(T). Dann ist aber / EP n E ( 3 4. 
Das liefert wieder p E Nr . Habe nun Qr(Z(T)) die Ordnung acht. Dann ist s 
unter p zu keiner Involution aus Z(T) n R konjugiert, da wir sonst wie oben 
p E JVr erhalten. Man iiberzeugt sich nun leicht davon, da8 dies nicht moglich 
ist. 
Sei nun s $ Z(T). Sei weiter M1 = L(C,(s)/O(C,(s))) und R, = 
C,-,~s~,o~c,~z)~(M1). Dann ist m(R,) = 2. Weiter sei T, eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von Co(s). Dann gibt es eine Involution K, , die auf Mr einen 
5uBeren Automorphismus bewirkt, der fifr n T, zentralisiert. Weiter ist 
m(<R, , k,)) = 3. Nun folgt wieder, daB G beziiglich jeder elementar 
abelschen Untergruppe von der Ordnung acht von (R3 , k,) balanced ist. 
Da M in &‘r enthalten ist, folgt, dal3 es eine elementar abelsche Untergruppe 
E, von (R, , k,) gibt, die mit E einen Durchschnitt von der Ordnung min- 
destens vier hat. Also ist W, = WEI . Da C,(s) wieder in N,(W,,) enthalten 
ist, folgt nun, da8 Co(s) in Nr enthalten ist. Das liefert nun, da13 s zu x 
konjugiert ist. 
Wir haben also bisher gezeigt, da13 jede 2-zentrale Involution, die in R liegt, 
entweder in Z(T) schwach abgeschlossen ist oder zu x konjugiert ist. 
Sei nun s eine Involution aus M x R, die in C(Y) liegt. Weiter sei s zu x 
in G konjugiert. Wir nehmen an, dal3 s nicht in Z(T) liegt. Weiter konnen wir 
such s $ R annehmen, da beide Falle schon behandelt sind. Sei wieder .a wie 
oben. Mit S wollen wir C,(s) bezeichnen. Sei S, eine Untergruppe von Cc(s), 
die S mit dem Index zwei enthllt. Weiter sei t ein Element aus S, - S. 
Setze U = Q,(Z(S)). Wir kiinnen 0.B.d.A. xs E E annehmen. Hat Ii die 
Ordnung 16, so ist E in U enthalten. Dann ist aber j Et n E j 3 4. Ins- 
besondere folgt nun mit (1.14) und (1.15) daB t in Nr liegt. Das ist aber ein 
Widerspruch. Also hat U die Ordnung acht. Dann ist U = /z, X, s) und 
Z(S,) n U = (s, U> mit a E (x>z. Sei zuerst a = z. Dann ist xf = xs, xz 
oder XX. 1st xt = XS, so ist (XX)’ = IXS. Da aber JZS in R liegt, folgt nun ein 
Widerspruch. 1st it = ~2, so ist x zu xz such in N,(T) konjugiert. Das 
ist aber, wie oben bemerkt, nicht moglich. Also ist ,vf = XX. Dann 
normalisiert t die Gruppe (x, zs). Nun ist aber (x, zs) in E enthalten. Damit 
folgt mit (1.15), da0 t in Nr liegt. Das ist ein Widerspruch. Somit haben wir 
a = zx gezeigt. Dann ist 9 = xs oder zs. Sei 9 = xs. Dann ist 9 = (~xx)t = 
zxxs = xs. Da aber zs in R liegt, folgt nun ein Widerspruch mit dem oben 
Bemerkten. Also ist xt = xs. Dann normalisiert t wieder tx, zs>. Somit 
erhalten wir wieder t E iVr . Wir haben somit gezeigt, da8 alle Involu- 
tionen aus fif x R, die Y zentralisieren und zu x konjugiert sind, inZ(Q(R,)) 
liegen. 
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Sei nun s eine Involution, die in T, aber nicht in CM&Y) liegt. Sei weiter s 
zu x in G konjugiert. Dann ist s nicht in C,(s)’ enthalten. Wir wollen zunachst 
annehmen, daD s die Gruppe A4 n T zentralisiert. Setze wieder S = C,(s) 
und U = s2,(Z(S)). Hat U die Ordnung 16, so folgt wie oben ein Widerspruch. 
Also hat U die Ordnung acht. Dann ist U = (z, X, s). Nun ist CRa(s) abelsch. 
Wir wollen zunachst annehmen, daB I’ von s zentralisiert wird. Dann ist 
E = L2r(CRa(s)). Dann hat aber U die Ordnung 16. 
Wir haben nun gezeigt, da13 [s, Y] # 1 ist. Dann ist aber s kein Quadrat. 
Insbesondere ist x such kein Quadrat in S. Weiter ist U von der Ordnung 
acht. Das liefert nun C,$(s) = (x). D ann ist R, aber eine Diedergruppe oder 
Semidiedergruppe. Das ist ein Widerspruch. 
Bewirke s nun auf M einen Automorphismus, der in M n T nur (z) 
zentralisiert. Dann ist insbesondere s zu zs in T konjugiert. Weiter ist s kein 
Quadrat. Sei wieder S = C,(s) und U = J2r(Z(S)). Sei zunachst / U 1 = 8. 
Da s nicht zu xs in diesem Fall konjugiert sein kann, folgt nun siz = zs. Dann 
ist also a ein Quadrat in S. Sei nun S, eine Untergruppe von C-(s), die S mit 
dem Index zwei enthalt. Weiter sei t ein Element aus S, - S. Dann ist 9 in 
(z, x) enthalten. Also ist st = z. Da jedes Element a aus (z, X)S in T zu za 
konjugiert ist, x aber in G nicht zu zx konjugiert ist, folgt nun ein 
Widerspruch. Somit haben wir 1 U j = 16 gezeigt. Sei U = (z, x, y, s). Hat 
s in T genau zwei Konjugierte, die in U liegen, so ist z wieder ein Quadrat. 
Nun folgt, dal3 D(S) n U in (z, y) enthalten ist. Also gibt es eine Unter- 
gruppe W von N,(U) n No(S) vom Index hochstens zwei, in der z zentral ist. 
Da wieder jedes Element a aus <z, X, y)s zu za konjugiert ist, folgt, dal3 
(z, X, y) in W normal ist. Also ist Win Nr enthalten. Dann folgt aber, dal3 
No(S)/SCo(S) die Ordnung zwei hat. Da NN1(S)/SCNI(S) schon die Ordnung 
zwei hat, folgt nun S, C Nr . Das ist aber mcht moghch. 
Somit haben wir gezeigt, da13 s vier oder acht Konjugierte unter That, die 
in U liegen. Dann hat x ftinf, sechs, sieben, neun oder zehn Konjugierte unter 
No(U), die in U liegen. 
Habe x zunachst fiinf Konjugierte. Dann hat z ftinf Konjugierte. 
Wegen z + x + zx + z in G, folgt, da0 such zx fiinf Konjugierte hat. 
Dann ist aber y zu z oder zx konjugiert. Da y in R liegt, folgt nun ein 
Widerspruch. 
Habe x nun sechs Konjugierte. Dann kiinnen wir x N s N y annehmen. 
Nun gibt es ein Element g in NG(U) von der Ordnung drei mit XQ = S. 
Da x nicht zu zx konjugiert ist, folgt nun zg # z. Also hat z mindestens drei 
Konjugierte. Da z nicht zu zx konjugiert ist, folgt nun, daD z drei oder sechs 
Konjugierte hat. Hatte z genau drei Konjugierte, so folgte wegen 
xy + z + zx, da8 z zu my und zxy konjugiert ist. Dann liegt aber (z, x, y) 
normal in NJU). Das ist ein Widerspruch. Also hat z genau sechs Kon- 
jugierte. Nun sieht man leicht, daR z zu zxy konjugiert ist. Da x zu y kon- 
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jugiert ist, folgt, da13 y in Z(O,(R,)) liegt. Dann ist x - y - xy. Weiter ist 
zx - xy - zxy. Also ist nun a zu ax konjugiert. Das ist aber ein 
Widerspruch. 
Habe nun x sieben Konjugierte. Dann gibt es ein Element g in N,(V) von 
der Ordnung sieben mit x” = s. Da x nicht zu zx konjugiert ist, folgt nun 
zg # a. Also hat such z sieben Konjugierte. Wieder ist x zu y und zu xy 
konjugiert. Dann geschieht diese Konjugation schon in N(Z(O,(R,))). Also 
ist zx zu zy und zxy konjugiert. Das liefert aber nun z - zx. Dies ist ein 
Widerspruch. 
Habe zuletzt x neun oder zehn Konjugierte. SetzeL = (a 1 a E U, a + x in 
NG( U)). Dann ist L = (a, x, y). Weiter ist L normal in NG( U). Das ist aber 
ein Widerspruch. Somit haben wir nun gezeigt, daR N1 eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von Cc(s) enthilt. 
Insgesamt haben wir bewiesen, dal3 der schwache AbschluD von x in T 
beztiglich G in Z(O,(R,)) liegt. Insbesondere ist er abelsch. Nun liefert 
[IO, Corollary 31 einen Widerspruch. 
Somit haben wir O,(N) = 1 gezeigt. Das liefert, L(N) = Ml x M, , 
wobei Ml zu M isomorph ist. Weiter kiinnen wir annehmen, dal3 x in M, ist. 
Die Involution R bewirkt auf L(N) einen HuBeren Automorphismus, der 
L(N) n T zentralisiert. Anwendung von (2.9) liefert nun, dal3 K nicht in 
D(T) enthalten ist. Man sieht jetzt sofort, dal3 k zu keiner Involution aus 
L(N) in G konjugiert ist. Wir zeigen nun zunachst, da13 C,(z) in Nr enthalten 
ist. Setze Ma = L(C,(z)/O(C,(z))). Da E in C,(z) enthalten ist, folgt nun 
mit (1.15), dal3 O(C,(z)) in Ni enthalten ist. Sei Ma das volle Urbild von M2 
in C,(z). Dann ist MJO(C,Jz)) in MS enthalten. Da C,(x) in Ni enthalten 
ist, folgt nun sofort, daB M3 = M4/0(CG(z)) ist. Das liefert nun, dal3 
NcG(,)(M,) in Nr enthalten ist. Also ist C,(z) in Ni enthalten. Sei nun 5’ eine 
maximale Untergruppe von T, die k nicht enthalt. Sei weiter k zu einer 
Involution aus S in G konjugiert. Zentralisiert s die Gruppe Ml n T bzw. 
Mz n T, so ist K zu s in C,(z) bzw. C,(x) konjugiert. Das ist aber nicht 
moglich. Also zentralisiert s weder ilZi n T noch Mz n T. Insbesondere ist 
s zu as, xs und zxs konjugiert. Sei nun F = C,(s) und U = Q,(Z(F)). Hat U 
die Ordnung acht, so ist U = (a, X, s). Da x nicht zu ax oder .a in G konjugiert 
ist, folgt nun, dal3 F eine Sylow 2-Untergruppe von Cc(s) ist. Insbesondere ist 
dann s nicht zu k konjugiert. Also hat U die Ordnung 16. Dann ist U = 
<a, x, s, s’). Dabei zentralisiert s’ die Gruppe flT1 n T und ss‘ die Gruppe 
M, n T. Da C,(z) und C,(x) in Ni enthalten sind, folgt nun, dal3 (x) stark 
abgeschlossen in U ist. Also ist F wieder eine Sylow 2-Untergruppe von 
&(s). Damit ist s nicht zu k in G konjugiert. Somit haben wir nun gezeigt, 
daB k zu keiner Involution aus S in G konjugiert ist. Anwendung von [33, 
Lemma (.5.38)] liefert nun einen Widerspruch zur Einfacheit von G. 
Wir haben somit W, = 1 bewiesen. Nun liefert (1.20), daR L(C,(x)) # 1 
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ist. Sei also M = L(C,(x)) und D = N,(M). Wir zeigen zunachst, da0 
C,(M) au&bar ist. Sei L(D) = M x M, . Dann kijnnen wir annehmen, 
daI3 C,(Z) in D enthalten ist. Wie oben, erhalten wir dann wieder, dad G 
eine Untergruppe vom Index zwei besitzt. 
Somit haben wir gezeigt, daI3 C,(M) au ds fl’ b ar ist. Weiter wissen wir, da8 
R eine Sylow 2-Untergruppe von C,(M) ist. Weiter haben wir bewiesen, da13 
L(C,(s)) # 1 ist fur alle s E C,(Y)*‘. S ei nun s eine Involution in R - C,(Y). 
Klar ist, da8 s kein Quadrat in T ist. Sei zuerst x ein Quadrat in CRZ(s). Setze 
wieder F = CT(s) und U = L&(Z(F)). Hat U die Ordnung acht, so ist 
D(T) n U in <.z, I\‘> enthalten. Weiter ist x in D(T) enthalten. Da aber x 
weder zu z noch zu zx konjugiert ist, folgt nun, dab F eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von Cc(s) ist. Wir wissen weiterhin, da8 es eine Untergruppe S vom 
Index zwei von T gibt, die s nicht enthalt. Sei nun t eine Involution aus S, 
die in G zu s konjugiert ist. Dann hat U, = .L$(Z(C,(t))) die Ordnung 16. 
Also ist U, = (z, x, t, r>. Nun wissen wir, da0 F keine elementar abelschen 
Untergruppen von der Ordnung 32 besitzt. Betrachtet man nun die Mijglich- 
keiten fur t, so sieht man, da0 t zu xt konjugiert ist. Indem wir S geeignet 
wahlen, konnen wir such t N tx erreichen. Nun ist aber t zu s in Cc(xx) 
konjugiert. Da aber t zu tzx konjugiert ist und s offensichtlich nicht zu sxx 
konjugiert ist, folgt nun ein Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, daB CRZ(s) = (ix, s> ist. Dann ist aber R, eine 
Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe. Beides widerspricht m(R,) = 3. 
Somit haben wir gezeigt, daB L(C,(r)) # 1 ist, falls r eine Involution aus 
R ist. Das liefert nun aber, dal3 G eine Standard-Untergruppe A besitzt 
mit m(C,(A)) >, 2. Anwendung von (1.1) liefert nun den Widerspruch. 
Dieser Widerspruch beweist das Lemma. 
(2.14) LEMMA. Sei m(R) # 1. Sei weiter <s) nicht stark abgeschlossen in R 
beziiglich G. Dann gilt eine der folgenden Aussagen. 
(i) R ist eine Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe. 
(ii) R ist abelsch oder eine Suzuki 2-Gruppe. Weiter sind alle Involutionen 
aus Q1(R) unter No(R) konjugiert. 
(iii) R ist zu Z,n 2 Z, isomorph. L411e Involutionen aus Z,n x Z,n sind 
in G konjugiert. 
Beweis. Nach (2.13) ist m(T) < 4. Also ist m(R) = 2 und m(T) = 4. 
1st jeder abelsche Normalteiler von R zyklisch, so ist nach [l 1, Theorem 
(5.4.10)] R eine Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe. Also kijnnen wir 
annehmen, daR R eine normale Vierergruppe Ir enthalt. Setze R, = C,(V). 
Dann ist / R: R, 1 < 2. 
Sei nun y E R, eine von x verschiedene Involution, die in G zu x konjugiert 
ist. Sei weiter g E G mit xg = y. Dann ist L,(C,(x))Q = L,(C,( y)). Sei 
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weiter R, = Rq. Dann kiinnen wir g so wahlen, daR R, in R, enthalten ist. 
Somit ist dann y zu x in N,(R,) konjugiert. Anwendung von [24] liefert nun, 
da8 R, abelsch oder eine Suzuki 2-Gruppe ist. Sei nun / R: R, 1 = 2, so ist 
&WIG(R,) R, zu 4 isomorph. Da aber die Sylow 2-Untergruppe von 
U,(4) keine zu & isomorphe Automorphismengruppe besitzt, folgt nun, 
da8 R, abelsch ist. 
Sei nun y nicht in R, enthalten. Sei R, = C,(y). Dann konnen 
wir annehmen, daB R, in einer Sylow 2-Untergruppe von 
cc,(,)~o(c,(,,,(L(cG(Y)Io(c,o))) 
enthalten ist. Insbesondere gibt es dann eine 2-Gruppe R, mit 1 R, : R, / = 2, 
so daR .x nicht in Z(R,) enthalten ist. Dann ist aber R, eine Vierergruppe. Das 
liefert un, daB R eine Diedergruppe von der Ordnung acht ist. 
(2.15) LEMMA. Sei m(R) # 1. Sei weiter <,A+: stark abgeschlossen in R 
bezt’iglich G. Dunn ist R eine Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe. 
Beweis. Wir kiinnen wie in (2.14) annehmen, dab R eine normale Vierer- 
gruppe I; enthdt. Wir zeigen zunachst, da8 <x) stark abgeschlossen in Z(T) 
bezuglich G ist. Sei also y eine Involution aus Z( T), die nicht in R liegt und in 
G zu x konjugiert ist. Dann gibt es ein Element g E NG( T) mit x” = y. Wegen 
[lo] hat U = Q,(Z( T)) hiichstens die Ordnung acht. Sei nun Rg n R # 1. 
Dann gibt es ein Element t E U n R mit t” = t. Also ist g E C,(t). Dann 
normalisiert g such L,(C,(t)). Das liefert aber, daI3 Ct,( g) die Ordnung vier 
hat. Das ist ein Widerspruch. Also ist RQ n R = 1. Dann hat U die Ordnung 
vier. Weiter sind alle Involutionen aus U konjugiert. Sei nun M n T nicht 
abelsch. Dann ist (M n T)e n (M n 7’) = 1. Das liefert aber, dal3 T einen 
??ormalteiler enthalt, der das direkte Produkt dreier Diedergruppen ist. Das 
widerspricht m(T) = 4. Also ist M n T abelsch. Das liefert nun, dal3 R zu 
einer Untergruppe von D, isomorph ist. 
Im folgenden wollen wir annehmen. dal3 R keine Diedergruppe und keine 
Semidiedergruppe ist. Dann haben wir eben gezeigt, daB x:s> in Z(T) stark 
abgeschlossen beziiglich G ist. Sei nun s eine Involution aus zR, die in G zu 
I konjugiert ist. Hierbei sei z eine Involution aus Z(T) n M. 
Setze S = C.(s). Wir wissen, daB s zu xs in T konjugiert ist. Weiter ist 
U = Q,(Z(X)) = iz, x, s>. Nun gibt es eine elementar abelsche Untergruppe 
E = (zl ) u1, x, s) von X. Unter N,(E) hat z genau drei Konjugierte, x genau 
ein Konjugiertes, xz genau drei Konjugierte, s genau sechs Konjugierte und 
sz genau zwei Konjugierte. Sei nun X, eine Untergruppe von Co(s) mit 
I X1 : X 1 = 2. Sei weiter g ein Element aus -Xi - X. Dann ist g nicht in 
N,(E) enthalten. Also gibt es ein E, = Eg, so daI3 E, 2 X und 1 E, n E 1 = 8 
gilt. Dann enthalt El eine Involution za mit zlg = 3% und [q , za] = z. Also 
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hat aa genau drei Konjugierte unter No(&). Habe nun sz genau drei Kon- 
jugierte unter N,(E,). Da sz zu szx in G konjugiert ist, folgt nun, da13 sz zu 
szx und zu xz in No(&) konjugiert ist. Dann liegt aber U normal in NC(&), 
was der Tatsache, dal3 z drei Konjugierte hat, widerspricht. Also hat sz nur 
zwei Konjugierte. Dann liegt (sz, x) normal in Nc(Ei). Das liefert nun, daB 
No(&) in C,(x) enthalten ist. Das ist aber ein Widerspruch. Damit haben 
wir gezeigt, da8 s nicht zu x in G konjugiert sein kann. 
Somit haben wir gezeigt, dal3 (x) in M x R stark abgeschlossen bezuglich 
G ist. Sei nun t eine Involution aus T, die auf M einen augeren Automorphis- 
mus bewirkt, der M n T zentralisiert. Dann zentralisiert t in R keine Vierer- 
gruppe, da T keine elementar abelschen Untergruppen von der Ordnung 32 
enthalt. Gibt es ein Element u in T mit u2 = t, so operiert u auf R. In R 
gibt es aber immer eine Vierergruppe, die von u normalisiert wird. Dann 
zentralisiert u2 aber diese Vierergruppe. Das ist ein Widerspruch. Somit 
haben wir gezeigt, dal3 t kein Quadrat in T ist. Sei nun Y = C,(t) und t N x 
in G. Dann ist LJ,(Z(Y)) = ( z, x, t). Da x in M x R stark abgeschlossen ist, 
folgt nun, daD x kein Quadrat in Y ist. Also ist C,(t) = (x>. Dann ist R aber 
eine Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe. Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun ‘u eine Involution aus T mit ZI N x, die auf M einen %uiuBeren Auto- 
morphismus bewirkt, der in M n T nur <z) zentralisiert. Sei Z = C,(v). 
Klar ist, dal3 ZI kein Quadrat in T ist. Zentralisiert o in R keine 
Vierergruppe, so kijnnen wir wie eben schlieDen. Also kijnnen wir annehmen, 
da8 ZI in R eine Vierergruppe zentralisiert. Setze W = LJ,(Z(Z)). Hat W die 
Ordnung acht, so ist W = (a, x, v). Da v zu xw, zv und xxv in G konjugiert 
ist, folgt nun, dal3 Z eine Sylow 2-Untergruppe von C,(v) ist. Insbesondere 
ist dann v nicht zu x in G konjugiert. Also hat W die Ordnung 16. Dann ist 
W = (z, x, y, v). Weiter ist W = G,(Z). Da v kein Quadrat ist, folgt nun, 
dal3 such x kein Quadrat in Z ist. 
Wir nehmen zunachst an, daD [R, v] = 1 gilt. Dann konnen wir weiter 
annehmen, da8 y ein Quadrat in C,(v) ist. Wir nehmen weiter an, da8 x 
genau neun G-Konjugierte besitzt, die in W liegen. Dann ist 
eine normale Untergruppe von N,(W). Aber A = {z, x, y). Das ist ein 
Widerspruch. Habe nun x genau sieben G-Konjugierte, die in Wliegen. Dann 
hat x genau drei Konjugierte unter N,( W). Das liefert x N v N zv in No(W); 
weiter ist dann ox nicht zu x in G konjugiert. Also ist x zu vy, vyyz, vxy und 
vxyz in G konjugiert. Sei nun A = (a 1 a E W, a N x in G, aber a + x in 
NG( W)). Dann ist A = qx, x, vy) eine normale Untergruppe von N,(W). 
Das ist aber ein Widerspruch. Habe nun x genau ftinf G-Konjugierte, die in 
W liegen. Dann hat x unter NG( W) genau drei Konjugierte. Sei a eine Involu- 
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tion aus W, die in G zu x konjugiert ist, aber nicht in NG(W). Dann liegt 
(a, Z) normal in NG( W). Insbesondere ist dann er zu x in C,(Z) konjugiert. Das 
liefert dann aber, dal3 zx zu xz1 und damit zu er konjugiert ist. Das ist aber ein 
Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, dal3 v genau drei G-Konjugierte 
besitzt, die in W liegen. Dann ist aber x nicht zu vx, vy oder v~y in G kon- 
jugiert. Insbesondere folgt nun, da8 T eine Untergruppe S vom Index zwei 
besitzt, so da0 eine Element b von minimaler Ordnung mit b f T - S und 
J&((b)) = <xi zu keinem Element aus S in G konjugiert ist. Weiter ist keine 
gerade Potenz von b zu einem Element aus T - S in G konjugiert. Anwen- 
dung von [20, Lemma 161 liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit 
von G. 
Wir haben somit gezeigt, daR [R, v] # 1 ist. Also hat v mindestens vier 
Konjugierte unter Nc-+)( W). Das liefert, da8 x unter No(W) ftinf oder neun 
Konjugierte besitzt. Besitzt x neun Konjugierte, so liegt die Gruppe A = 
<~a 1 a E IV, a + X) = (z, x, y) normal in No(W). Das ist aber ein Wider- 
spruch. Also hat x genau ftinf Konjugierte. Dann hat such z fiinf Konju- 
gierte. Weiter hat zx funf Konjugierte und es gilt z + zx + x + Z. Sei nun 
zunachst v zu vx in T konjugiert. Dann ist (z, x, v) = (a 1 a E W, a - x) 
normal in NG( W). Das ist aber ein Widerspruch. Also kijnnen wir v N vy in 
T annehmen. Dann ist ZIX N vxz N vxy N vxyz in T. Ware vx zu z in 
NG(W) konjugiert, so lage (z, vx, y) normal in NG(W). Das ist aber nicht 
moglich. Also ist vx zu zx in NG(W) konjugiert. Dann ist z zu x, xy, zy und 
xxy in NG(W) konjugiert. Dann liegt (z, X, y) normal in NG(W). Dies ist 
aber wieder nicht miiglich. Somit haben wir insgesamt einen Widerspruch 
erhalten. Das zeigt, daR (x) in T stark abgeschlossen beziiglich G ist. An- 
wendung von [9] liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
Damit ist das Lemma bewiesen. 
(2.16) LEMMA. Sei m(R) = 2. Dunn ist R nicht ubehch. 
Beweis. Sei R abelsch. Dann liefern (2.14) und (2.15) dal3 R ein direktes 
Produkt zweier zyklischer Gruppen von der Ordnung 2” ist. Weiter sind alle 
Involutionen aus R in N,(R) konjugiert, falls n > 2 ist, 
Sei nun s eine Involution aus Z(T), die in G zu x konjugiert ist. Sei weiter 
s # x. 1st M n T abelsch, so folgt sofort, da8 der sektionale 2-Rang von T 
vier ist. Dann folgt aber mit [13] ein Widerspruch. Also konnen wir anneh- 
men, daB M n T nicht abelsch ist. Sei nun g E NG( T). 1st (Mn T)mMn T= 1, 
so enthalt T eine Untergruppe, die ein direktes Produkt dreier Diedergruppen 
ist. Das widerspricht aber (2.13). Also ist (M n T)s n (M n T) # 1. Das 
liefert nun, da s # x ist, daI3 SZ,(Z(T)) die Ordnung acht hat. 1st (x) nicht 
stark abgeschlossen in R, so folgt nun s E R. Sei also (x) stark abgeschlossen 
in R. Dann folgt, daD R eine Vierergruppe ist. 1st T/R eine Diedergruppe 
oder eine Semidiedergruppe, so ist der sektionale 2-Rang von T hochstens 
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vier. Dann folgt mit [13] ein Widerspruch. Also gibt es in T ein Element R, 
das auf il!l einen IuBeren Automorphismus induziert, der A4 n Tzentralisiert. 
Weiter ist 1 # K2 E R. Setze nun U = Z,( T). Dann ist K in U enthalten. Somit 
stabilisiert g die Reihe Z(T) n M < D(Z,( T)) < Z(T). Also zentralisiert 
g die Gruppe Z(T). Das ist aber ein Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, dal3 alle Konjugierte von x, die in Z(T) liegen, in 
R liegen. Sei nun t eine Involution aus (M n T) x R, die nicht in R liegt. 
Sei weiter t zu x in G konjugiert. Dann ist R eine Vierergruppe. Weiter wissen 
wir, dab t nicht in Z(T) liegt. Also ist t zu xt konjugiert. Setze 
W = J&(Z(Cr(t))). Dann ist W = c;z, x, t). Weiter ist t zu x in NG(W) 
konjugiert. Nun folgt, da8 C,(t)/,::x, t> eine Diedergruppe oder eine Semi- 
diedergruppe ist. Da aber 1 T: C,(t)1 = 2 ist, folgt nun, dal3 der sektionale 
2-Rang von T hijchstens vier ist. Anwendung von [13] liefert nun einen 
Widerspruch. Damit haben wir gezeigt, daB alle G-Konjugierten von x, die 
in (M n T) x R liegen, in R liegen. 
Sei nun u eine Involution aus T, die auf M einen lul3eren Automorphismus 
induziert, der M n T zentralisiert. Sei weiter u zu x in G konjugiert. Wegen 
(2.13) ist II kein Quadrat. Weiter zentralisiert u nicht Q,(R). Sei V = 
L?,(Z(C,(u))). Dann ist P’ = (z, x, u). Weiter ist x zu u in NG( V) konjugiert. 
Das liefert nun, dal3 such x kein Quadrat in C,(u) ist. Das ist aber nur dann 
miiglich, wenn R die Ordnung vier hat. Habe also R die Ordnung vier. 
Dann ist (R, u’:, eine Diedergruppe von der Ordnung acht. 1st (M n T) x 
{R, u) = T, so ist der sektionale 2-Rang von T hochstens vier. Anwendung 
von [13] liefert nun einen Widerspruch. Also ist T # (M n T) x (R, u). 
Dann hat aber u genau vier Konjugierte unter NT(v). Insbesondere ist x 
nicht zu u in NG( V) konjugiert. 
Sei nun v eine Involution aus T, die auf M einen Automorphismus bewirkt, 
der nur (z) in M n T zentralisiert. Sei v N x. Insbesondere ist dann v zu ZZI 
in T konjugiert. Setze X = sZ,(Z(C,(v))). Dann ist Nc(X) nicht in C,(x) 
enthalten. 
Habe S zunachst die Ordnung acht. Dann ist x zu ZI in N,(X) konjugiert. 
Da ZI kein Quadrat in T ist, folgt, da13 such x kein Quadrat in C,(v) ist. Weiter 
ist x $ C,(v)‘. Das liefert nun, da13 n zu vx in T konjugiert ist. Dann ist aber x 
nicht zu v in NG(X) konjugiert. 
Habe nun X die Ordnung 16. Dann ist X = (z, v, x, y), wobei (x, y) in R 
enthalten ist. Weiter haben wir wieder, da8 x kein Quadrat in C,(v) ist. Da 
nun v auf R operiert und Q,(R) zentralisiert, folgt nun, da13 entweder R eine 
Vierergruppe ist oder ZI zu xv, yv und xyv in NT(X) konjugiert ist. 
Sei zunachst v zu xv, yv und xyv in NT(X) konjugiert. Dann hat x unter 
NG(X) genau drei Konjugierte. Das liefert aber, dal3 C,(v) eine Sylow 2- 
Untergruppe von C,(v) ist. Dann ist aber z, nicht zu x in G konjugiert. 
Sei nun R eine Vieregruppe. Sei weiter <x) nicht stark abgeschlossen in R. 
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Dann ist x zu y und zu xy in No(X) konjugiert. Sei nun C,(V) keine Sylow 
2-Untergruppe von C,(V). D ann hat x unter Nc(X) genau funf, sieben oder 
neun Konjugierte. 
Habe x zunachst ftinf Konjugierte. Dann hat such z und xx ftinf Kon- 
jugierte. Weiter ist z + x + zx + x. Nun gilt zx N xy - zxy und vx - vy - 
vxy - vxz - ZUZ~Z. Also hat V.Y mindestens sechs Konjugierte. Das ist ein 
Widerspruch. 
Habe nun x sieben Konjugierte. Da D zu zv aber x nicht zu ZN konjugiert ist, 
folgt nun, da0 such ,a sieben Konjugierte hat. Damit ist z zu z’x konjugiert. 
Dann kann aber x nur noch funf Konjugierte haben. 
Habe zuletzt x genau neun Konjugierte. Dann ist x: zu vx konjugiert. Nun 
folgt, da8 sowohl a als such zx genau drei Konjugierte haben. Dann liegt 
aber (.z, x, y) normal in Nc(X). Dies ist ein Widerspruch. 
Sei nun also <x) stark abgeschlossen in R beztiglich G. Dann liegen 
hochstens sieben in G zu x konjugierte Involutionen in X. 
Habe zunachst x genau sieben G-Konjugierte, die in X liegen. Seien diese 
schon in No(X) zu x konjugiert. Dann hat z such sieben Konjugierte unter 
Nc(X). Weiter ist zx in Z(N,(X)) enthalten. Nun ist aber x zu y konjugiert. 
Dann ist x zu zxy konjugiert. Das ist aber ein Widerspruch. Somit haben wir, 
da x nicht in Z(N,(X)) liegen kann, daD x genau drei Konjugierte unter 
Nc(X) hat. Dann konnen wir annehmen, dal3 x zu ‘u und zu zv in Nc(X) 
konjugiert ist. Also ist u” zu z!x und zu zvs in Nc(,Y) konjugiert. Dann liegt 
aber die Gruppe il = ,<a 1 a - x in G, aber a + s in Nc(;Y)) normal in 
N,(X). Nun ist A = LIZ, x, vy>. Dies ist ein Widerspruch. 
Habe nun N genau funf G-Konjugierte, die in X liegen. Dann hat .r: such 
funf Konjugierte unter No(X). Das liefert, dal3 such u” und zx ftinf Kon- 
jugierte unter Nc(X) haben. Weiter wissen wir, da0 z nicht zu zx konjugiert 
ist. Gibt es nun in T ein Element t, das auf M einen BuBeren Automorphismus 
induziert, der M n T zentralisiert, so gibt es in T such ein Element t, mit 
(Q2 E X und [v, tl] E R. Das liefert nun [u, tJ f 1. Dann ist also v zu ux 
konjugiert. Also liegt (x, s, v) in Nc(S) normal. Das ist aber ein Widerspruch. 
Somit haben wir gezeigt, da0 ein solches Element t nicht existiert. Dann ist T 
aber ein direktes Produkt einer Diedergruppe mit einer Vierergruppe. An- 
wendung von [5] liefert nun einen Widerspruch. 
Somit haben wir nun gezeigt, da8 x genau drei Konjugierte in G hat, die in 
X liegen. Dann hat x such genau drei Konjugierte unter Nc(X). Diese sind 
x, v und XU. Weiter konnen wir nach [5] annehmen, daB es in T ein Element t 
gibt, das auf M einen auI3eren Automorphismus induziert, der M n T 
zentralisiert. Dann gibt es such ein Element t, mit [tl , v] = 1 und 
1 # (tl)” E X. Weiter ist (t$ nicht in ,<z) enthalten. Das liefert nun, da der 
sektionale 2-Rang von T/R drei ist, daB der sektionale 2-Rang von T hijchstens 
vier ist. Nun liefert aber [13] einen Widerspruch. 
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Insgesamt haben wir somit gezeigt, daR alle Involutionen aus T, die in G zu 
x konjugiert sind, in R liegen. Anwendung von [lo] liefert nun einen Wider- 
spruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(2.17) LEMMA. Ist m(R) = 2, so ist R keihe Suzuki 2-Gruppe. 
Beweis. Sei R eine Suzuki 2-Gruppe. Nach (2.14) sind dann alle Involu- 
tionen aus Ql(R) in N,(R) konjugiert. Insbesondere ist jede Involution aus 
M x R zu einer Involution aus Z(T) konjugiert. 
Wir zeigen zunachst, daf3 Q,(R) in (M n T) x R stark abgeschlossen 
bezuglich G ist. Dazu betrachten wir NG(T). Sei zunachst M n T nicht 
abelsch. Dann ist (M n T)g n (M n T) # 1 fur jedes g E NG(T). Sei z eine 
Involution aus Z(T) n M, so ist xQ = z fiir jedes g E N,(T). Insbesondere 
folgt nun die Behauptung, da j SZ,(Z(T))I < 8 ist. Sei nun n/i n T abelsch. 
1st T = (M n T) x R, so folgt mit (1.16) ein Widerspruch. Also ist T + 
(M n T) x R. Nun ist klar, da13 R” n R # 1 ist fur jedes g E N,(T). Das 
liefert nun, dal3 S2,(R) stark abgeschlossen in (M n T) x R ist, oder da13 
Z(T) die Ordnung acht hat. Sei nun Q,(R) nicht stark abgeschlossen in 
(M n T) x R. Dann sind alle Elemente aus Z(T) konjugiert. Insbesondere 
folgt, dal3 es ein Element von der Ordnung sieben in NG( T) gibt. Dann gibt es 
aber eine elementar abelsche Untergruppe E von der Ordnung 16 in T, die 
in NG( T) normal ist. Weiter ist [T, E] = Z(T) n M. Das ist aber ein Wider- 
spruch. Somit haben wir gezeigt, dal3 l&(R) in (M n T) x R stark abge- 
schlossen beziiglich G ist. 
Sei nun k eine Involution aus T, die auf M einen tiul3eren Automorphismus 
induziert, der M n T zentralisiert. Dann zentralisiert k wegen m(T) = 4 in 
R keine Vierergruppe. Weiter ist k kein Quadrat in T. Aber k zentralisiert 
in R immer ein Element a mit a2 = x. Das liefert, da0 k nicht zu x in G 
konjugiert ist. 
Sei nun d eine Involution aus T, die in M n T nur (z) zentralisiert. Dann 
ist d insbesondere kein Quadrat in T. Sei nun d zu x in G konjugiert. Dann 
muB d die Gruppe O,(R) zentralisieren. Das liefert nun, daB d zu allen 
Involutionen aus (Z(C,(d)) n (M x R))d konjugiert ist. Das liefert dann aber, 
daB eT(d) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(d) ist. Insbesondere kann d 
nicht zu x in G konjugiert sein. 
Insgesamt haben wir somit gezeigt, dal3 Qn,(R) in T beziiglich G stark 
abgeschlossen ist. Die Anwendung von [lo] liefert nun einen Widerspruch. 
(2.18) LEMMA. Ist m(R) = 2, so enthtilt R keine normale Vierergruppe. 
Beweis. Wir nehmen an, da13 R eine normale Vierergruppe enthalte. 
Nach (2.14) und (2.15) folgt dann, daD R zu Z,n \ 2, isomorph ist. Dabei 
sind alle Involutionen aus Z,n x Zsn konjugiert, falls n > 2 ist. 
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Sei nun s eine Involution aus Z(T), die von x verschieden ist. Weiter sei s 
zu x in NG( T) konjugiert. Sei g E NG( 7’) mit xg = s. Dann ist Rg n R = 1. 
Das widerspricht aber (2.13). Somit haben wir gezeigt, da8 (x) in Z(T) 
beztiglich G stark abgeschlossen ist. 
Sei nun r eine Involution aus R, die in G zu x konjugiert ist. Sei weiter (x) 
nicht stark abgeschlossen in R. Dann ist L$(Z(Cr(r))) = (Qi(Z(T)), r). 1st 
nun n > 2, so zentralisiert r immer ein Element von der Ordnung vier mit 
Quadrat x. Also ist r in Z,n x Z,n enthalten. Sei nun R z D, . Seien weiter 
alle Involutionen aus R konjugiert. Gibt es kein Element t in T, das auf X! 
einen auReren Automorphismus induziert, der M IT T zentralisiert, so ist 
klar, daR der sektionale 2-Rang von T hijchstens vier ist. Nun liefert die 
Anwendung von [13] einen Widerspruch. Also gibt es ein solches Element. 
Da alle Involutionen von R konjugiert sind, folgt, da0 kein solches Element t 
die Gruppe R zentralisieren kann. Also ist t kein Quadrat in T. Weiter ist es 
mijglich t so zu wahlen, da8 (R, t) eine Diedergruppe oder eine Semidieder- 
gruppe von der Ordnung 16 ist. Dann folgt aber wieder, daD der sektionale 
2-Rang von T hbchstens vier ist. Mit [13] folgt dann ein Widerspruch. 
Insgesamt haben wir somit gezeigt, dal3 der schwache AbschluB von (x) in R 
abelsch ist. 
Sei nun a eine Involution aus M c R, die nicht in R liegt. Weiter sei a zu x 
in G konjugiert. Dann liegt a nicht in Z(T). Weiter konnen wir annehmen, 
da0 a kein Quadrat in T ist. Das liefert wie oben, daR x such kein Quadrat in 
C,(a) ist. Dann ist aber R eine Diedergruppe von der Ordnung acht. Wir 
nehmen zunachst an, dafl es ein Element t in T gibt, das auf M einen aul3eren 
Automorphismus induziert, der M n T zentralisiert. Da x kein Quadrat in 
C,(a) ist, kijnnen wir t so wahlen, da8 (R, t) eine Diedergruppe oder eine 
Semidiedergruppe von der Ordnung 16 ist. Anderenfalls ware m(T) = 5. 
Es folgt nun, da0 t kein Quadrat in T ist. Also ist / T:((M n T) x (R,t))l < 2. 
Das liefert nun, dal3 der sektionale 2-Rang von T hochstens vier ist. Mit [13] 
folgt dann aber ein Widerspruch. Also gibt es ein solches t nicht. Dann ist 
aber T/R eine Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe. Dann ist der 
sektionale 2-Rang von T wieder hiichstens vier. Anwendung von [13] liefert 
wieder einen Widerspruch. Insgesamt haben wir somit gezeigt, da13 der 
schwache Abschlul3 von (x) in T n (M x R) beztiglich G in R enthalten ist. 
Sei nun k eine Involution aus T, die auf M einen aul3eren Automorphismus 
induziert, der M n T zentralisiert. Dann zentralisiert k in R keine Vierer- 
gruppe. Also ist k kein Quadrat in T. Sei nun k zu x in G konjugiert. Dann ist 
x kein Quadrat in C,(k). Das liefert nun wieder, dal3 R eine Diedergruppe 
von der Ordnung acht ist. Wegen m(T) = 4 folgt nun, dal3 (R, k) 
eine Diedergruppe von der Ordnung 16 ist. Da nun wieder / T: ((M n T) x 
(R, k))I < 2 ist, folgt, da13 der sektionale 2-Rang von T hijchstens vier ist. 
Wieder liefert [ 131 den Widerspruch. 
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Sei nun d eine Involution aus T, die in (M n T) nur (z) zentralisiert 
Hierbei ist z wieder eine Involution aus Z( T) n M. Klar ist, daR d keinQuadra1 
in T ist. Sei d N x. Dann ist x kein Quadrat in C,(d). Sei zuerst n > 2. Dam 
ist d zu allen Involutionen aus (Z(C,(d)) n R)d in T konjugiert. Das lieferl 
aber, dal3 C,(d) eine Sylow 2-Untergruppe von Co(d) ist. Insbesondere kanr 
dann d nicht zu x in G konjugiert sein. Also ist R g D, . Dann ist d zu XL 
in T konjugiert. Das liefert, dal3 .$(Z(C,(d))) die Ordnung sechzehn hat 
Da sonst der sektionale 2-Rang von T hijchstens vier ist, was nach [13] einer 
Widerspruch liefert, folgt, da8 es ein Element t, in T gibt, das auf M einer 
PuBeren Automorphismus induziert, der M n T zentralisiert. Dann konner 
wir t E ((M n T) x R) t, so wahlen, dal3 [t, d] in R enthalten ist. 1st 
<(M n T), R, t)/(M n T) eine Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe, SC 
folgt, dab T keinen elementar abelschen Normalteiler von der Ordnung acht 
besitzt. Nach [26] ist dann der sektionale 2-Rang von T hiichstens vier. Das 
ist aber ein Widerspruch. Somit folgt, daS [t, d] in C,(d) enthalten ist. Dann 
kijnnen wir sogar [t, d] = 1 annehmen. Weiter ist t keine Involution. Alsc 
gilt t2 E <z, x>. Nun folgt, da8 Q,(C,(d)) = <lx, x, y, d, t) ist. Klar ist ta # x. 
Nun wissen wir, dab x nicht zu zx in G konjugiert ist. W’eiter ist aber d zu dz 
in T konjugiert. In N,(Q,(C,(d))) ist x zu d, dz, dx und dxz konjugiert. Also 
ist t2 # Z. Somit ist t2 = xx. Dann ist aber x zu dzx und damit zu x kon- 
jugiert. Das ist ein Widerspruch. Insgesamt haben wir somit gezeigt, dab d 
nicht zu x konjugiert sein kann. 
Wir haben gezeigt, dab der schwache AbschluR von ,x) in T beziiglich G 
in R enthalten ist. Das liefert weiter, dab dieser schwache AbschluR abelsch 
und stark abgeschlossen in T bezuglich G ist. Anwendung von [lo] liefert nun 
einen Widerspruch. Dieser Widerspruch beweist das Lemma. 
(2.19) LEMMA. Ist m(R) = 2, so giEt eine dev folgenden Aussugen. 
(i) 16 r , M i. 
(ii) Hat eine Sylow 2-Untergruppe von M die Ordnung acht, so gibt es 
keine Untergruppen U, < U, < US van C,(x), mit Ul g U, und U, g li, , 
so dap U,/ U, zu M und U,/ U, zu PGL,(q) f” UT ein geeignetes q isomorph sind. 
Beweis. Wir nehmen an, dab beide Aussagen falsch waren. Klar ist, dab 
wegen [13] der sektionale 2-Rang von T mindestens fiinf sein mul3. Dann 
folgt aber mit [26], dab T eine elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung acht enthalt, die normal in T ist. Nun liefert (2.18) zusammen mit 
(2.14) und (2.15) da8 es eine Involution k in T gibt, die auf M einen auberen 
Automorphismus induziert, der M n T zentralisiert. Weiter ist / R : 
C,(k)! = 2. Die Gruppe C,(k) enthalt keine Vierergruppe, da sonst m(T) = 5 
ware, was (2.13) widerspricht. 
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Sei nun Y eine Involution aus R, die von x verschieden ist. Weiter sei Y zu 
x in G konjugiert. Dann ist klar, da0 diese Konjugation schon in No((x, r)) 
stattfindet. Nun gibt es aber in R ein Element von der Ordnung vier, das 
<r, r) normalisiert. Weiter normalisiert such K diese Gruppe. Da m(T) = 4 
ist, folgt, da8 es in Cr((x, r)) ein Element von der Ordnung vier mit Quadrat x 
gibt. Das ist aber ein Widerspruch. Wir haben somit gezeigt, dal3 (xi in R 
beztiglich G stark abgeschlossen ist. 
Mit dem selben Argument wie eben sehen wir such, da8 es fur alle Involu- 
tionen s E fif x R in C,(s) immer ein Element a mit a2 = x gibt. Das zeigt, 
dal3 ,1x> in (M n T) x R beztiglich G stark abgeschlossen ist. 
Sei nun K, eine Involution aus T, die auf M einen HuBeren Automorphismus 
induziert, der fif n T zentralisiert. Dann ist k, kein Quadrat in T. Weiter ist 
m(C,(k,)) = 1. Sei nun K, zu x in G konjugiert. Dann ist x kein Quadrat in 
Cr(K,). Also ist C,(k,) = xl;. Das liefert, daR ‘\R, ki‘) eine Diedergruppe 
oder eine Semidiedergruppe ist. Da aber CR, k,) eine normale Vierergruppe 
enthalten mul3, folgt nun, da0 R die Ordnung vier hat. Das widerspricht 
aber (2.18). Somit kann also k, nicht zu x in G konjugiert sein. 
Sei nun d eine Involution aus T, die auf n3 einen Automorphismus 
induziert, der in ~53 n T nur <.s,> zentralisiert, wobei ;z) = Z(T) n M sei. 
Klar ist, da8 d kein Quadrat in T ist. Sei nun d zu x in G konjugiert. Dann ist 
such .Y kein Quadrat in C,(d). Da d die Gruppe R normalisiert, folgt nun, dal3 
d zu dz, d.v und dzx in T konjugiert ist. Weiter ist klar, daR a oder xu” ein 
Quadrat in C,(d) ist. Sei IV = O,(Z(C,(d))). Hat W die Ordnung acht, so 
folgt nun, dab C,(d) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(d) ist. Das ist aber ein 
Widerspruch zu der Annahme x N d. Also hat IV die Ordnung 16. Dann 
zentralisiert d in R eine Yierergruppe <x, y). Weiter ist W = <(z, x, y, dj. 
Sei a eine Involution aus <z, x) yd. Dann ist x ein Quadrat in C,(a). 
Insbesondere ist a nicht zu x in G konjugiert. Da jetzt aber (2, x, d;, normal 
in N,(W) ist, folgt, dal3 Nc(IV) in C,(x) enthalten ist. Dann ist aber wieder 
C,(d) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(d). Das widerspricht s b d. 
Somit haben wir insgesamt gezeigt, da!3 <,x) in T bezuglich G stark abge- 
schlossen ist. Die Anwendung von [9] liefert nun einen Widerspruch. Damit 
ist das Lemma bewiesen. 
(2.20) LEMMA. Es ist m(R) = 1. 
Beweis. Sei m(R) = 2. Nach (2.19) teilt 16 nicht die Ordnung von 1w. 
1Veiter ist nach (2.18) R eine Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe. Die 
Ordnung von R ist mindestens 16. 
Sei zunachst acht ein Teiler der Ordnung von &I. Mit [12] bzw. [29] folgt 
nun, daB T nicht in A1 x R enthalten ist. Anwendung von [13] und [26] 
liefert, daf3 T eine normale elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 
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acht besitzt. Dann enthalt T/R eine normale elementar abelsche Untergruppe 
von der Ordnung vier. Die Struktur der Automorphismengruppe von M 
liefert, dal3 es ein Element k in T geben mu& das auf M einen augeren Auto- 
morphismus bewirkt, der M n T zentralisiert. Weiter liefert (2.19) da8 T = 
((M n T), R, k) gilt. 
Nun ist T = (M n T) x (R, k). Enthalt (R, k) eine normale elementar 
abelsche Gruppe von der Ordnung vier, so folgt wie in (2.19) ein Widerspruch. 
Also ist jeder abelsche Normalteiler von (R, k) zyklisch. Mit [I 1, Theorem 
(5.4.10)] folgt, da13 (R, k) eine Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe ist. 
Nun liefert [12] bzw. [29] einen Widerspruch. 
Sei nun acht kein Teiler der Ordnung von M. Die Anwendung von [5] 
liefert, dab / T: ((M n T) x R)I = 2 ist. Dann sieht man aber leicht, dal3 
der sektionale 2-Rang von T vier ist. Nun liefert [13] einen Widerspruch. 
(2.21) LEMMA. Das Lemma (2.19) gilt such mit der Voraussetzung 
m(R) = 1. 
Beweis. Sei m(R) = 1. Weiter seien beide Aussagen aus (2.19) nicht 
erfiillt. Klar ist, dal3 der sektionale 2-Rang von G mindestens fiinf sein mu& 
Mit [26] liefert das, daD es eine elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung acht in T geben mu& die in T normal ist. Das liefert weiter, da8 es 
eine Involution k gibt, die auf M einen augeren Automorphismus induziert, 
der M n T zentralisiert. Weiter ist ( R: C,(k)\ < 2. 
Klar ist wieder, da0 (x) in (M n 7’) x R beztiglich G stark abgeschlossen 
ist. Weiter ist klar, dal3 R eine Quaternionengruppe oder eine verallgemeinerte 
Quaternionengruppe ist, da sonst der sektionale 2-Rang von G vier ist. 
Sei nun d eine Involution aus T, die auf M einen Automorphismus bewirkt, 
der in M n T nur (z) zentralisiert. Hierbei sei wieder (z) = Z(T) n M. 
Es ist sZ,(Z(C,(d))) = (a, x, d). Sei nun x zu d in G konjugiert. Da d in T 
kein Quadrat ist, ist such x in C,(d) kein Quadrat. Dann sind aber alle 
Involutionen in (z, x)d konjugiert. Das liefert, da8 C,(d) eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von C,(d) ist. Das ist aber ein Widerspruch. 
Sei nun R, = O,~,,(C,(x)). Dann ist R eine Sylow 2-Untergruppe von R, . 
Also hat Rz” n R, ungerade Ordnung fiir jedes g E G - Co(x). Sei nun 
g E G - C,(x) mit R” n T # 1. Sei S = Rg n T. Dann liefert die Struktur 
der Automorphismengruppe von M, dal3 S zyklisch ist. Sei ‘,k,) = sZ,(S). 
Da k, zu x konjugiert ist, folgt nun, dal3 k, auf M einen aul3eren Automor- 
phismus induziert, der M n T zentralisiert. Nun ist (R, k,j zu CR, k) iso- 
morph. Das liefert, da8 vier die Ordnung von C,(k,) teilt. Mit (1.4) folgt nun 
Na(S) s S. Sei y E R mit SW n S # 1. Dann liegt y in N(R,g) n R. Da S in 
R,g enthalten war, folgt, dab such Sv in R,g enthalten ist. Weiter ist (S, Sv) 
eine 2-Gruppe. Also ist {S, Sg) in Rzfl n T = S enthalten. Das liefert 
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y E NR(S). Somit haben wir gezeigt, da8 NR(S) = C,(K,) ist. Das ist aber 
nicht miiglich. 
Insgesamt haben wir somit gezeigt, daD (x) in T stark abgeschlossen 
beziiglich G ist. Die Anwendung von [9] liefert nun den Widerspruch. 
(2.22) SATZ. Sei G1 eine quasieinfache 3I-Gruppe. Setxe G = G,/Z(G,). 
Weiter sei jede 2-lokale Untergruppe von G, die nicht auflosbar ist, nicht 2- 
constrained. Fiir jede Involution y aus G, deren Zentralisator in G nicht auflosbar 
ist, besitze C,(y) eine Reihe normaler Untergruppen 
wobei N1 und C,( y)/Nz auf&bar sind. Weiter sei N,/N, xu A, oder L,(q) fiir 
geeignetes ungerades q isomorph. Besitzt G eine 2-zentrale Involution x, so 
daJ3 Co(x) nicht auflosbar ist, dann ist G eine Chevalley-Gruppe oder vom 
Janko-Ree-Typ. 
Beweis. Sei M = L(C,(x)/O(C,(x))). 1st M zu SL,(q) oder A^, isomorph, 
so folgt die Behauptung mit (1.2). Also ist M zu L,(q) oder A, isomorph. 
Sei nun G ein minimales Gegenbeispiel. Setze R, = Cc,~~~iO~c,~~~~(M). 
Sei weiter R eine Sylow 2-Untergruppe von R, . Dann liefern (2.10)-(2.20), 
da8 m(R) = 1 ist. Weiter liefert (2.21), dal3 16 die Ordnung von M nicht 
teilt. 
Sei zunachst 8 kein Teiler der Ordnung von M. Dann sieht man leicht, 
da0 der sektionale 2-Rang von G hiichstens vier ist. Jetzt liefert aber [13] 
einen Widerspruch. 
Also teilt acht die Ordnung von M. Dann konnen wir annehmen, dal3 der 
sektionale 2-Rang von G mindestens fiinf ist. Das impliziert, dal3 eine Sylow 
2-Untergruppe T von C,(x)/O(C,(x)) nicht in M x R, enthalten ist. Nun 
liefert (2.21), daB 1 T: T r\ (M x R,)I = 2 ist. Weiter gibt es ein Element k 
in T, das auf M einen PuDeren Automorphismus induziert, der M n T 
zentralisiert. Die Struktur der Automorphismengruppe von M liefert dann, 
daB wir k2 E R annehmen kiinnen. Also ist T = (T n M) x (R, k). Da der 
sektionale 2-Rang von G mindestens fiinf ist, erhalten wir, da0 R nicht 
zyklisch ist. 
Sei nun s eine Involution aus (M n T) x R. Dann ist s in C,(x) zu einer 
Involution aus Z(T) konjugiert. Weiter nehmen wir s N x in G an. Wir 
konnen annehmen, daD s in Z( T) liegt. Dann ist s zu x unter NG( T) konjugiert. 
Sei nun g E No(T). Da T/R keine Quaternionengruppe enthalt, folg 
Rg n R # 1. Das liefert aber, daB NG(T) in C,(x) enthalten ist. Also ist (x> 
stark abgeschlossen in (M n T) x R beziiglich G. Die Anwendung von [93 
liefert nun, daB wir k2 = 1 annehmen konnen. Weiter kiinnen wir k N x in 
G annehmen. Setze X = C,(k). Dann ist q(Z(X)) = <z, x, k), wobei (z) = 
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Z(T) n M ist. Da K kein Quadrat in T ist, ist nun such x kein Quadrat in X. 
Das liefert (x) = C,(k). Dann ist aber (R, k) eine Semidiedergruppe. Nun 
liefert [29] einen Widerspruch. Somit ist der Satz bewiesen. 
(2.23) SATZ. Sei G1 ein minimales Gegenbeispiel vom Typ (A). Sei wieder 
G = G,/Z(G,). Fiir alle 2-zentralen Involutionen x E G ist dann C,(x) au&bar. 
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus (2.8) und (2.22). 
3. MEHR UBER 31-GRUPPEN VOM TYP (A) 
Das Ziel dieses Abschnittes ist, zu zeigen, da8 es kein Gegenbeispiel vom 
Typ (A) gibt. Nach (2.23) gent@ es, zu zeigen, da8 es kein Gegenbeispiel 
vom Typ (A) gibt, in dem der Zentralisator jeder 2-zentralen Involution 
au&bar ist. Wir bezeichnen wieder mit G, ein Gegenbeispiel vom Typ (A). 
Weiter sei der Zentralisator jeder 2-zentralen Involution y aus G = G,/Z(G,) 
au&bar. Wir fiihren nun die folgenden Bezeichnungen ein. Es sei x eine 
Involution aus G, deren Zentralisator nicht auflijsbar ist. Weiter sei x so 
gewahlt, da13 C,(y) fur eine Involution y stets auf&bar ist, falls j C,( y)lB > 
1 CG(x)IZ ist. Weiter sei Hr = C,(x), H = H,/O(H,), M = L(H), R, = C,(M) 
und R eine Sylow 2-Untergruppe von R, . SchlieBlich sei S eine Sylow 
2-Untergruppe von C,(x), die R enthalt. 
(3.1) LEMMA. Hat M mindestens zwei Komponenten, so hat Mgenau zwei 
Komponenten. Diese sind in H konjugiert. 
Beweis. Habe M zunachst mindestens drei Komponenten. Nach (1.19) 
haben dann alle Komponenten von M abelsche Sylow 2-Untergruppen. 
Weiter ist S = (M n S) x R. Also ist Z(S) = (M n S) x Z(R). Da x nicht 
2-zentral ist, folgt, da8 R elementar abelsch ist. Sei 
Setze S, = S n (hfz x ... x MJ. Sei nun T eine Untergruppe von G mit 
/ T: S / = 2. Dann ist Z(T) n (S, x R) = 1. Das ist aber nicht miiglich. 
Somit haben wir gezeigt, dal3 M genau zwei Komponenten besitzt. 
Sei jetzt M = M, x M, . Weiter sei Ml nicht zu M, in H konjugiert. 
Setze W = $(Z(S)). Dann ist 1 W / > 8. Sei wieder I T: S I = 2. Weiter sei 
t ein Element aus T - S. Sei nun zunachst Win M x R enthalten. Dann ist 
C,(t) n ((W n M,) x (W n R)) = 1. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, 
daB I W, n M1 j = 2 ist. Dann folgt nun aber 1 W / < 4. Das ist ein Wider- 
spruch. 
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Also ist W nicht in M x R enthalten. Dann gibt es ein Element k in W, 
das auf M einen aul3eren Automorphismus induziert, der M n S zentralisiert. 
Nach (1.19) ist dann m(R) = 1. 1st CM(k) nicht au&bar, so folgt wie oben 
der Widerspruch. Sei also C,(k) au&bar. Dann ist M zu A, x A, isomorph. 
Weiter ist M,fk> g M&kj g & . Es folgt, daB W die Ordnung 16 hat, und 
daR R die Ordnung zwei hat. Sei nun E eine elementar abelsche Untergruppe 
von S von der Ordnung 64. Nach (1.12) ist G 3-balanced bezuglich E. Weiter 
hat W, nach (1.13) ungerade Ordnung. 
Sei zuerst W, # 1. Setze Ai, = NG(WE) und IV = N,/O(N,). Nach 
(1.15) ist <Hi , T> in Nr enthalten. Betrachte nun P = L(N). Dann hat P 
genau zwei Komponenten PI und P, . Da x die Gruppe P normalisiert und 
C,(y) fur eine Involution y a&l&bar ist, falls 2g die Ordnung von C,(y) 
teilt, folgt nun PI E P, g Mr g =1, . Dann liegt aber x in C,(L(N)). Das 
ist ein Widerspruch. 
Also ist W, = 1. Nach (1.20) ist dann L(H,) # 1. Weiter erhalten wir 
L(C,(s)) + 1 fur alle s E S+, deren Zentralisator nicht auf&bar ist. Da 
offensichtlich T eine Sylow 2-Untergruppe von G ist, folgt nun, daR 
L(C,(i)) # 1 ist, falls i eine Involution mit nicht aufliisbarem Zentralisator 
ist. Anwendung von [3, Theorem 41 liefert nun, daB G eine Standard- 
Untergruppe A besitzt. Wegen m(N,(A)) = 6 folgt nun $&(A)) > 2. 
Jetzt liefert (1 .I) den Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(3.2) LEMMA. 1st M einfach, so ist m(R) < 2. 
Beweis. Sei m(R) > 3. Sei wieder / T: S / = 2 und t ein Element aus 
T - S. Dann ist R n R’ = 1. Insbesondere ist m(S/R) > m(R). Das liefert 
m(R) = 3. Weiter gibt es nun eine Involution k, die auf M einen auBeren 
Automorphismus bewirkt, der M n S zentralisiert. WTeiter zentralisiert k 
die Gruppe R. 
Sei zunachst / Q,(Z(S)) n R 1 = 2. D ann ist I in S’ enthalten. Das liefert 
nun, dal3 x zu z, wobei <z) = Z(S) n M ist, in T konjugiert ist. Dann gibt 
es ein Element s in S mit kY = kz. Also gibt es eine Untergruppe U von S, 
die elementar abelsch von der Ordnung acht ist und k und z enthalt. Das 
Urbild von U in G, ist zu Z,n c Q, isomorph. Da k zu zk konjugiert ist, folgt 
nun, daB n > 3 ist. Da es aber in R eine elementar abelsche Gruppe von der 
Ordnung acht geben mu& die U zentralisiert, folgt nun ein Widerspruch zur 
Bedingung 31. Also haben wir j Q,(Z(S)) n R 1 = 4 gezeigt. 
Da x maximal war, folgt nun, daB C,(k) auflijsbar ist. Das liefert ME A, . 
Dann ist R zu D, x 2, isomorph. Weiter ist S = R x Rt. Nun ist such klar, 
da0 T eine Sylow 2-Untergruppe von G ist. Es folgt, da8 Teinen Normalteiler 
Tl besitzt, der ein direktes Produkt zweier Diedergruppen von der Ordnung 
acht ist. Weiter ist T/T, eine Diedergruppe von der Ordnung acht. Dann 
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besitzt T eine Untergruppe T, vom Index 2, so dal3 T,/Tl zyklisch von der 
Ordnung vier ist. Weiter ist k nicht in T, enthalten. Da aber 5’ eine Sylow 
2-Untergruppe von C,(K) ist, folgt nun, dal3 k zu keiner Involution aus T, 
in G konjugiert ist. Anwendung von [33, Lemma (5.38)] liefert jetzt einen 
Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(3.3) LEMMA. Ist M einfuch, so ist m(R) = 1. 
Beweis. Sei m(R) > 1. Nach (3.2) ist dann m(R) = 2. Mit [13] folgt, dal3 
der sektionale 2-Rang von G mindestens fiinf ist. Das liefert nun mit [26], 
dal3 es eine elementar abelsche Untergruppe E von der Ordnung acht von S 
gibt, die normal in S ist. 
Wir nehmen zunachst an, da& falls 16 nicht die Ordnung von M teilt, eine 
Sylow 2-Untergruppe von M die Ordnung acht hat, und daB es Untergruppen 
U, , Ua und Us von H gibt, so dal3 U, normal in U, und U, ist und U,/U, 
zu M und U,jU, zu PGL,(q2) isomorph ist, wobei M zu L,(q2) isomorph ist. 
Wir zeigen zuerst, dal3 1 E n R 1 = 2 ist. Sei also 1 E n R 1 = 4, I R I < 8 
und schliel3lich T eine 2-Untergruppe von G mit I T: S I = 2. Weiter sei t 
ein Element aus T - S. Klar ist, dal3 Rt zu einer Untergruppe von S/R 
isomorph ist. Weiter konnen wir annehmen, daB x ein Quadrat in R ist. Wir 
erhalten wegen I E n R I = 4, daB es eine Involution K E Rt gibt, die auf M 
einen PuBeren Automorphismus induziert, der M n S zentralisiert. 
Sei zunachst k E Z(S). Dann gibt es ein Element k, in Z(S), das sogar in 
Z(T) liegt und auf M einen PuBeren Automorphismus induziert. Nach 
Voraussetzung ist C,(K,) nicht auflosbar. Da aber 1 C,(k,)l, > I CG(x)12 ist, 
folgt nun ein Widerspruch. 
Sei nun k $Z(S). Dann ist x E S’. Damit ist x zu z oder zx in T konjugiert, 
wobei (z) = Z(S) n M sei. Da Rt in S normal ist, folgt nun xt = z. Weiter 
ist dann k zu Kz in S konjugiert. Es gibt dann ein Element s E S mit s2 E R, 
so dal3 KS = Kz ist. Es sei zunachst moglich, s als Involution zu wahlen. 1st 
a E S, so bezeichnen wir mit 3 das Urbild von a in G1 . Dann ist K” = ?& mit 
b E Z(G,). Weiter ist K = R”‘. Da aber Z’ = 9 ist, folgt nun b2 = 1. Dann 
ist aber (K)2 # ((K)2)“‘. D as ist aber wegen K2 E Z(G,) ein Widerspruch. Somit 
haben wir nun gezeigt, daD k in Z(sZ,(S)) liegt. Das liefert nun, daB J&(S) n R 
die Ordnung vier hat. Insbesondere ist dann &‘i(S) das direkte Produkt einer 
elementar abelschen Gruppe von der Ordnung acht mit einer Diedergruppe, 
deren Ordnung mindestens acht ist. Da nun (z) = s2,(Z(s2,(S)‘)) ist, folgt 
ein Widerspruch. 
Sei jetzt R eine Vierergruppe. Wie oben folgt wieder, daD k 6 Z(S) ist. 
Also ist such R $Z(S). S ei s ein Element aus S mit s2 E R und [k, s] # 1. 
Wir zeigen nun zunachst, da13 wir s sogar als Involution wahlen kiinnen. Ware 
das nicht so, so ist (R, s> zu 2, x 2, isomorph. Weiter ist s2 = x. Weiter ist 
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nun R in Z(Qr(S)) enthalten. Das liefert xt = xx, wobei z wieder wie oben sei. 
Dann ist Izs = kxz. Sei S, das volle Urbild von &(S/(x, x)) in S. Dann ist 
S, = Q,(S)(s). Weiter wird S, von T normalisiert. Da aber Z(S,) = (R, z> 
ist, folgt nun ein Widerspruch. Also ist s eine Involution. Da K nicht in 
Z(sZ,(S)) enthalten ist, folgt, da8 [s, R] # 1 ist. Sei R = (x, y). Dann ist 
ys = xy. Weiter folgt wie oben, da0 k” # Kz ist. Also ist k” = Kxz. Dann ist 
aber (ky)” = kyz. Indem man nun die gleichen Schltisse wie oben auf Ky 
anwendet, erhalt man wieder einen Widerspruch. 
Wir haben somit also gezeigt, dal3 es keine Vierergruppe in R gibt, die in 
S normal ist. Anwendung von [25, III Satz (13. lo)] liefert nun, da13 R eine 
Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe ist. 
Wir nehmen zunachst zusatzlich an, da8 die Gruppe M nicht zu A, 
isomorph ist. Da 1 E n R / = 2 ist, folgt, dal3 es eine Involution K gibt, die 
auf M einen aul3eren Automorphismus bewirkt, der M n S zentralisiert. 
Da M & A, ist, folgt nun, daR C,(R) c PGL,(q) nicht auflosbar ist. Sei 
wieder (z) = Z(S) n M. Nun ist klar, dal3 wir t so wahlen kiinnen, daD 
Kt = k und xt = z gilt. Weiter ist wieder k nicht in Z(S) enthalten. Da K 
in E liegt, folgt / R: C,(K)1 < 2. Da, wie oben gezeigt, K nicht durch eine 
Involution zu kz konjugiert sein kann, folgt nun [R, K] = 1. Das liefert jetzt, 
dal3 / C,(k)1 = / C&(x)1, ist. 
Wir betrachten nun C,(k)/O(C,(k)) = N. Sei P = L(N). Dann folgt, 
da8 P genau zwei Komponenten besitzt, die zu L,(q) isomorph sind. Nach 
(3.1) sind diese konjugiert in N. Es folgt jetzt, daD zx eine 2-zentrale 
Involution ist. Nach Voraussetzung ist Cc(xc) au&bar. Sei nun W = 
O,(C,(zx)/O(C,(zx))(zx>) und W, = Q,(Z(W)). Nun ist klar, dal3 x und k 
in WI enthalten sind. Sei W, das volle Urbild von WI in C,(zx)/O(C,(zx)) 
und W, = Q,(W,)/(zx). Dann ist W, = (x, k, zx)/(zx). Weiter ist W, = 
Q,(Z(T/(zx))). Also ist k nicht zu x, z, kx oder kz in CG(zx) konjugiert. Das 
liefert nun, dal3 I C,(xx): CCG(Zz)(k) O(C,(zx))/ = 2 ist. Sei U eine Sylow 
2-Untergruppe von CcG(zz)(k). Dann ist T = U(v). Weiter ist kein Element 
aus T - U zu einem Element aus U in C~(ZX) konjugiert. Sei nun ZI von 
minimaler Ordnung aus T - U gewahlt. Dann folgt mit [20], da13 ZI zu 
einem Element aus U in G konjugiert sein mu& Die Struktur von H liefert 
nun, daR wir v02 E (x) annehmen konnen. 1st v2 = x, so folgt sofort ein 
Widerspruch. Also konnen wir v als Involution wahlen. Weiter konnen wir v 
mit [v, x] = 1 oder [v, kx] = 1 wahlen. Sei T, eine Sylow 2-Untergruppe 
von C,(v), die C,(v) enthalt. Dann ist L?,(Z(T,)) in (zx, x, v) bzw. (xx, kx, v) 
enthalten. Habe zunachst Q,(Z(T,)) die Ordnung acht. Dann ist v zu einer 
Involution aus (z, x, k) konjugiert. Das liefert aber, da zx die einzige 2- 
zentrale Involution in (x, x, k) ist, dal3 v in C,(zx) zu einer Involution aus U 
konjugiert ware. Das ist ein Widerspruch. 
Habe nun Qr(Z( T,)) die Ordnung vier. Sei weiter keine Involution in T - U 
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2-zentral. Dann ist fi,(Z(T,)) = {zx, v). Das liefert aber wieder, daB e, zu 
einer Involution aus U in C,(zx) konjugiert ware. Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun ZI 2-zentral. Da xx ein Quadrat in C,(V) ist, folgt nun, da8 o zu einer 
Involution aus U in &(a~) konjugiert ware. Das ist wieder ein Widerspruch. 
Insgesamt haben wir somit einen Widerspruch erhalten. 
Sei nun M zu A, isomorph. Dann ist H/R, zu PE,(9) isomorph. Das 
liefert, da8 R hijchstens die Ordnung 16 hat. 
Sei zuerst j R / = 16. Dann ist R eine D,, oder S,, . Nun kann die Involu- 
tion R aus E, die auf A, einen aul3eren Automorphismus induziert, der M n S 
zentralisiert, nicht R zentralisieren. Also ist [k, R] = (x,\. Dann ist [k, Rt] = 
(z). Das liefert, da8 es eine Involution s in S gibt, die k” = kz erfiillt. Wie 
oben gezeigt, widerspricht das der Bedingung 31. 
Habe nun R die Ordnung acht. Dann ist R eine Diedergruppe von der 
Ordnung acht. Da wieder K nicht durch eine Involution zu kz konjugiert 
sein kann, folgt [Ii, K] = 1. Dann ist S = (A, x il, x (k))(s), wobei 
A, g A, g D, und A,,.~s:> E ,4,(s) g D,, ist. Weiter ist K” = kzx. Wir 
konnen dann wieder t so wahlen, da8 Aif = A, und kt = k ist. Weiter folgt 
nun, da0 T eine Sylow 2-Untergruppe von G ist. Indem wir wieder C,(ZX) 
betrachten, erhalten wir wie oben einen Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, da8 16 die Ordnung von M nicht teilt. Sei nun 8 
ein Teiler der Ordnung von hf. Dann haben wir gezeigt, da8 S/R zu 
Ds oder 2, x D, isomorph ist. Insbesondere ist 1 R 1 < 8. 
Sei zunachst 8 ein Teiler der Ordnung von M und 1 R j = 8. Dann ist R 
eine Diedergruppe. Das liefert S = A, x A, oder S = A, x A, x {k), 
wobei A, s A, s D, und k2 = 1 ist. Sei zuerst S = A, x A, x <k). Sei 
weiter T = S(t). Dann kdnnen wir t mit Alt = A, und kt = k oder kt = kzx 
wahlen. Hierbei ist wieder /z> = Z(S) n M. Insbesondere ist T eine Sylow 
2-Untergruppe von G. Klar ist, daB k zu keiner Involution aus A, x A, in 
G konjugiert ist. Nach [20; Lemma 161 ist dann T/(A, x A,) nicht zyklisch. 
Somit ist (A, x A&t) eine Untergruppe vom Index zwei in T. Nach [33, 
Lemma (5.38)] ist nun k zu einer Involution aus (d, x A,)(t) konjugiert. 
Sei zuerst [k, t] = 1. Dann ist Z(C,(k)) = (zx, k). Sei t, die Involution aus 
(A, x A,)(t), die in G zu k konjugiert ist. Dann ist Z(C,(t,)) = (zx, k, tJ. 
Da C,(X) au&bar ist, folgt, dal3 k nicht zu t, in C,(zx) konjugiert ist. Dann 
folgt aber, da8 k zu t, in C&(zxk) konjugiert ist. Da such C,(zck) au&bar ist, 
folgt nun wieder ein Widerspruch. Also gilt kt = kzx. Dann ist Z(CT(k)) = 
(k, ax, x). Aber C,(t,) hat als Zentrum die Gruppe (XX, kx, ti). Da aber 
co(~) au&bar ist, folgt, da8 t, in C,(XX) nicht zu k konjugiert ist. Das 
liefert jetzt einen Widerspruch. 
Sei nun S = A, x A,. Dann ist T z D, ? 2, . Mit [27] folgt nun der 
Widerspruch. 
Sei jetzt acht ein Teiler der Ordnung von M und 1 R / = 4. Dann ist S 
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zu D, x D8 oder D, x Es isomorph. Im ersten Fall folgt sofort, daD T zu 
D, 2 2, isomorph ist. Dann liefert aber wieder die Anwendung von [27] den 
Widerspruch. Sei also S zu D, x Es isomorph. Dann folgt, da13 H zu &, x V, 
isomorph ist. Man sieht sofort, dal3 fur jede Involution i aus Z(S) entweder 
C,(i) au&bar oder C,(i)/O(C,(i)) zu z6 x I-4 isomorph ist. Nun folgt mit 
(1.12) daB G bezuglich Z(S) b a anced ist. Weiter folgt aus (1.13), daB Wzcs) 1 
ungerade Ordnung hat. Sei wzts) # 1. Dann ist HI in N,( Wzts)) enthalten. 
Weiter folgt mit (1.15) daB such T in NG( Wzcs)) enthalten ist. Das ist aber 
nicht moglich. Somit haben wir B’z(,) = 1. Mit (1.20) folgt nun L(I$J f 1. 
Dann folgt aber, dal3 d, eine Standard-Untergruppe von G ist. Wegen 
m(R) = 2 folgt mit (1.1) ein Widerspruch. 
Sei nun acht kein Teiler der Ordnung von hf. Dann ist 1 R 1 < 8. Sei 
zuerst / R j = 8. Dann ist S E D, x D, . Weiter ist T zu D, ZZ, isomorph. 
Da T eine Sylow 2-Untergruppe von G ist, folgt mit [27] ein Widerspruch. 
Sei nun ) R j = 4. Dann folgt mit [21, Lemma 31 oder [21, Theorem 41 
und [13] ein Widerspruch. Somit ist das Lemma bewiesen. 
(3.4) LEMMA. Die Gruppe M ist einfach. 
Beweis. Habe M mehr als eine Komponente. Nach (3.1) hat dann fig 
genau zwei Komponenten AZ, und M2. Diese sind in H konjugiert. Wir 
nehmen zunachst an, daR eine Sylow 2-Untergruppe von figi nicht abelsch 
sei. Sei weiter ,/zi j = Z(S) n fifi , i = 1, 2. Da x nicht 2-zentral ist, gibt es 
eine Untergruppe T von G mit 1 T: S 1 = 2. Betrachte nun S’. Es liegt 
(zi , za) in Z(S). Also kdnnen wir ein Element t aus T - S so wahlen, daR 
[xi, t] = [~a, t] = 1 ist. Es ist / &(~~)/a = j &(~)la. Weiter ist Co(~i) 
nicht auf&bar. Setze nun N = C,(zi) und Nr = N/O(N). Weiter sei 
P = L(N,). Da za in Z(C,(zi)) enthalten ist, folgt nun, dal3 P einfach ist. 
Wegen rn(C,(~~)) > 5 folgt nun mit (3.2) und (3.3) ein Widerspruch. 
Sei jetzt eine Sylow 2-Untergruppe von &‘i abelsch. 1st Q,(Z(S’)) = 
.\ ‘\=I > x2, “I,, so erhalten wir wie oben einen Widerspruch. Sei also 
Al f (5 ? za , x). Dann ist / S: (S r\ (nl x R))I < 4. Nach (1.19) ist 
m(R) = 1 oder R z D,n. Sei nun W eine elementar abelsche Untergruppe 
von R von maximaler Ordnung. Dann ist (A3 n S) x W eine elementar 
abelsche Untergruppe von S von masimaler Ordnung. Seien E, und E2 
zwei verschiedene elementar abelsche Untergruppen von S von maximaler 
Ordnung. Dann ist El n E, = (M n S) x (x). Da aber wegen der 
Bedingung 31 (x) in Z(N,((M n S) x (x>)) liegt, folgt, dal3 es nur eine 
elementar abelsche Untergruppe von maximaler Ordnung in S gibt. Also ist 
R eine Vierergruppe. Wir betrachten jetzt N,((M n S) x R). Da diese 
Gruppe nach Voraussetzung auflijsbar ist, folgt, dal3 
I %(W n S) x RFd(M n S> x R)I 
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nicht durch fiinf geteilt wird. Sei nun 27 ein Teiier der Ordnung VOR 
No((M n S) x ~)~C~((~~ n S) x R). Dann hat x genau 36 Konjugierte 
und xl.zz genau 27 Konjugierte unter N&(&f n 5’) x R). Das widerspricht 
aber der Struktur von P,?&(3). 
Somit haben wir gezeigt, da8 die Anzahl der Konjugierten von x in 
(.M n S) x R eine 2-Potenz ist. Da x zu x+ss konjugiert ist, folgt nun, dal3 3 
genau 16 Konjugierte be&t. Dann hat xlxz genau 9 Konjugierte. Also liegt 
(M n S) normal in NG((M n S) s R). Das fiefert aber, da8 [ CG(s&a > 
! C,(x)/, ist. Da C&Q nicht auf&bar ist, erhalten wir jetzt einen 
Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
Beweis. Sei eine der beiden Aussagen falsch. Nach (3.4) wissen wir, da13 
M einfach ist. Weiter ist nach (3.3) m(R) = 1. Da der sektionale 2-Rang von 
G mindestens fiinf sein mu& gibt es eine elementar abelsche Untergruppe E 
von der Ordnung acht van S, die in S normal ist. Also gibt es in S eine 
Invalution k, die in E liegt und auf 1% einen iuReren Automorphismus 
induziert, der M n S zentralisiert. Weiter ist ] R: C,(k)1 < 2. Sei wieder 
1 T: S 1 = 2 und t ein Element aus T - S. Sei zunachst M nicht zu A, 
isomorph. Das bedeutet, dal3 C,(k) nicht auff &bar ist. Insbesondere ist dann 
k nicht in Z(S) enthalten. 
Sei zuerst vier ein Teiler der Ordnung von R. Sei weiter [a, k] # 1. Dann 
ist [R, k] = (x?. Wir kijnnen t so wghlen, da13 [k, t] = 1 ist. Da nun Rt 
normal in S ist, folgt xz = x, wobei <z> = Z(S) n M ist. Dann folgt aber, 
da0 es eine Involution $ in S gibt, so dal3 k8 = kz ist. Das widerspricht aber 
der Bedingung 31 fur G1 . 
Sei nun [J?, k] = I. Dann ist ] C,(k)/, = 1 C&X)/~. Setze N = 
C,(k)jO(C,(k)) und P = L(N), Sei C,(k) s PG&(p). Dana folgt, da13 P 
zu La(@) isomorph ist, wobei x den K~rperautomorphismus auf P induziert. 
Da aber Ii eine zyklische Gruppe von der Ordnung vier enthat> folgt nun ein 
Widerspruch zur Struktur der A~tomorphiamengruppe von L&as). 
Sei jetzt Ii g 2,. Sei weiter M z& A, . Dann kiinnen wir annehmen, daB 
(z, k, x} normal in TX ist, wobei TX eine Sylow 2~Untergruppe von G ist, 
die T enth&. Es sind alle elementar abelschen Unterg~ppen von T von der 
Ordnung I6 konjugiert. Sei nun E eine elementar abelsche Untergruppe von 
T van der Ordnung 16. Dann ist j N~(E)~~(~)l = 4, Weiter ist N=(~)~~(~) 
eine Sylow ZUntergruppe von N~(~)~~~(~). Dann hat x genau sechs 
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Konjugierte unter N,(E). Weiter hat z genau drei Konjugierte. Dann ist aber 
x zu K in C,(z) n N,(E) konjugiert. Das liefert, daR K - x - xx - zk in 
N,(E) gilt. Das ist ein Widerspruch. 
Wir konnen jetzt annehmen, dal3 1M zu A, isomorph ist. Sei zuerst 1 R / = 8. 
Dann folgt wieder, dal3 es eine Involution k in S gibt, die auf M einen aul3eren 
Automorphismus bewirkt, der ICI or S zentralisiert. Weiter ist C,(K) entweder 
gleich R oder zu 2, isomorph. Sei wieder (z) = Z(S) n 152. Dann folgt, daI3 
<x, k, z} normal in T ist. Da aber C,(k) diese Gruppe zentralisiert, folgt nun 
ein ?Viderspruch. Also ist j R / < 4, Sei zuerst i R / = 4. Wieder gibt es eine 
Involution iz in S, die auf M einen auBeren Automorphismus bewirkt, der 
Jr n S zentralisiert. 1st [R, k] = I, so folgt wie oben ein Widerspruch. Also 
ist (R, k) z D, , Dann ist x zu z in T konjugiert. Da aber C,(k) zu V, x Da 
isomorph ist, folgt nun ein Widerspruch. 
Sei nun zuletzt R s 2, . Dann ist H/R zu PrLa(9) isomorph. Wir zeigen 
nun, daB H eine Untergruppe enthalt, die zu PrL~(9) isomorph ist. Sei Ha 
das volle Urbild von H in G, . Dann ist L(&) zu A, oder S&(9) isomorph. 
Sei weiter E eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 in S. 
Sei E1 das Urbild von E in G, . Sei 1 T : S 1 = 2 und t ein Element aus 
T - S. Dann k&xnen wir t so wahlen, daR E von t normalisiert wird. Das 
liefert nun, da8 x genau vier oder acht Konjugierte unter N,(E) hat. Hat x 
genau vier Konjugierte, so folgt, da8 El zu I/, x Qs isomorph sein mu& 
Weiter ist dann L(H,) zu A, isomorph. Dann sieht man aber sofort, daB 
wegen der Bedingung 31 x k&n Quadrat in H sein kann. Also gibt es dann eine 
Untergruppe PFL,(9). H b a e nun x genau acht Konjugierte. Dann ist 
N,(E)/&(E) zu Za x .& isomorph. Dann enthlilt N,(E)/&(E) eine Unter- 
gruppe U E d, , so da13 x unter der Operation von Li genau vier Konjugierte 
hat. Nun folgt wie oben, dal3 x kein Quadrat in H ist. Insgesamt haben wir 
somit gezeigt, daD H zu PJXa(9) x Z, isomorph ist. Mit [7] folgt nun ein 
Widerspruch. 
(3.6) LEMMA. Es gibt kein Gegenbe~~piel vom Typ (A). 
&w&s. Sei Gr ein Gegenbeispiel vom Typ (A). Sei weiter G = G,/Z(Gr) 
und x eine Involution aus G, deren Zentralisator nicht aufliisbar ist. Sei weiter 
x so gewahlt, daB fiir alle Involutionen y mit 1 C&)1, > 1 Cc(x)Iz stets 
C,(y) auf&bar ist. Sei n/l = L(Co(x)/O(Co(x)), R, = C&J~),O(~,(~),(M) 
und R eine Sylow 2-Untergruppe von R, . Nach (3.4) ist IM einfach. Nach 
(3.5) ist 16 kein Teiler der Ordnung von M. Weiter ist nach (3.3) m(R) = 1. 
Sei zuerst acht kein Teiler der Ordnung von M. Dann ist / R j < 8. Sei nun 
T eine Untergruppe von G mit 1 T: S 1 = 2, wobei S eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von C,(x) sei, die R enthilt. Sei weiter t ein Element aus T - S. 
Da Rb normal in S ist, folgt nun I R j < 4. 
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Sei zuerst R s 2, . Dann ist R x (M n S) elementar abelsch von der 
Ordnung acht. Mit [21, Theorem 21 und [13] folgt jetzt ein Widerspruch. 
Sei nun R z 2,. Dann ist R nicht in Z(S) enthalten. Setze E = 
(M n S) x (x). Dann ist E normal in 5’. Ware E die einzige normale elemen- 
tar abelsche Untergruppe von der Ordnung acht von S, so ware (M n S) x R 
charakteristisch in S. Das ist aber ein Widerspruch. Also gibt es noch eine 
Involution s in S mit (M n S)(s) s (R, s) g Ds . Dann ist El = c/z, N, s) 
eine elementar abelsche Gruppe von der Ordnung acht. Weiter ist El eine 
Sylow 2-Untergruppe von C,(E,). Mit [21, Theorem 21 und [13] folgt jetzt 
ein Widerspruch. 
Sei jetzt acht ein Teiler der Ordnung von fiCr. Mit (3.5) folgt, da13 S/R zu 
Ds oder D, x 2, isomorph ist. Auf alle Falle ist / R / < 4. 
Sei zuerst 1 R ( = 4. Dann ist S/R zu D, x Z, isomorph. Da R nicht in 
Z(Qr(S)) enthalten sein kann, folgt, da8 es eine Involution R gibt, die auf fi!Z 
eine auReren Automorphismus bewirkt, der M n S zentralisiert. Weiter ist 
<R, kj zu D, isomorph. Also ist S g D, x D, . Dann ist T E D, { Z2. 
Da T eine Sylow 2-Untergruppe von G ist, folgt mit [27] ein Widerspruch.’ 
Sei jetzt R z Z, . Weiter nehmen wir an, da8 SIR zu D8 x Z, isomorph ist. 
Das liefert, dal3 S zu D, x Ph isomorph ist. Also gibt es in Z( T) eine Involu- 
tion k, die auf M einen aul3eren Automorphismus bewirkt, der l%f n S 
zentralisiert. Dann ist aber wegen der Wahl von x die Gruppe C,(k) au&bar. 
Das liefert ME A, . Weiter ist jetzt C,(x)/O(C,(x)) zu & x Z, isomorph. 
Somit haben wir gezeigt, da0 C,(y)/O(C,(y)) fur eine Involution y ent- 
weder auf&bar oder zu & x Z, isomorph ist, falls 25 die Ordnung von 
C,(y) teilt. Sei nun Y eine Involution aus G, so dal3 32 nicht die Ordnung von 
C,(Y) teilt. 1st die Sylow 2-Untergruppe von C,(Y) nicht abelsch, so folgt 
mit [21, Theorem 21 und [13] ein Widerspruch. Sei jetzt die Sylow 2-Unter- 
gruppe abelsch. Sei weiter C,(y) nicht auf&bar. Dann folgt mit [21, 
Theorem 41 ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, dafl fur eine Involu- 
tion y aus G stets C,,(yl)/O(C&(y)) auf&bar oder zu 2s x Z, isomorph ist. 
Nach (1.10) ist nun G balanced. Anwendung von [17] liefert jetzt, da8 fur 
alle Involutioneny stets O(C,(y)) = 1 ist. Jetzt liefert [6] einen Widerspruch. 
Sei nun zuletzt SIR E D, . Dann ist S zu De x 2, isomorph. XIit [21, 
Corollary I] folgt jetzt ein Widerspruch. 
4. EMBER 3I-GRUPPEN VOM TYP (B) 
In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit Gegenbeispielen G, zum 
Satz, die vom Typ (B) sind. Sei also G, ein minimales Gegenbeispiel. Weiter 
sei wieder G = G,/Z(G,). Da Gr vom Typ (B) ist, gibt es nach [15] in G eine 
Involution x, so daB L(C,(x)/O(C,(x))) eine Komponente besitzt, die nicht 
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zu L,(p), ,X2(q), q ungerade, A, oder A, isomorph ist. Unter allen diesen 
Involutionen wahlen wir x so, da0 fur alle Involutionen y mit 1 CJy)12 > 
I C&)lz 1 wG(Y)lwG(YN) entweder trivial ist oder nur Komponenten 
besitzt, die zu -4, , A, ,L,(q) oder SL,(q), q ungerade, isomorph sind. Nach 
(1.2) wissen wir, da0 eine 2-Komponente niemals zu A7 oder SL,(q), q 
ungerade, isomorph ist. 
Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein. Es sei Hr = C,(x), H = 
H,/O(H,), Air = L(H), RI = C,(nl) und R eine Sylow 2-Untergruppe von 
R, . Weiter sei A eine Komponente von 41, die weder zu A, noch zu L,(q), q 
ungerade, isomorph ist. Mit S werden wir eine Sylow 2-Untergruppe von HI 
bezeichnen, die R enthalt. 
(4.1) LEMMA. Die Komponente A ist nicht zu L,(q) oder U,(q), q ungerade, 
isomorph. 
Beweis. Sei ,4 zu L,(q) oder U,(q) isomorph. Wir bezeichnen mit Hz das 
volle Urbild von H in G, . Sei M2 = L(H,). Mit [19] folgt M2 g A z M. 
Wegen der Bedingung 31 liefert das m(R,) = 1, wobei R, das volle Urbild 
von R in G, ist. Also ist R zyklisch, eine Quaternionengruppe oder eine 
Diedergruppe. 
Sei zuerst q # 3. Sei weiter (z) = Z(S) n A. Dann enthalt C&)/O(C,(z)) 
einen Subnormalteiler SL,(q). Dann folgt aber sofort, da8 such 
einen Subnormalteiler isomorph zu SL,(q) oder A, enthalt. Mit (1.2) folgt 
jetzt ein Widerspruch. 
Sei jetzt q = 3. Sei weiter x 2-zentral. 1st m(R) = 1, so folgt mit [9], daB 
S eine Involution K enthalt, die auf .4 einen aul3eren Automorphismus 
induziert. Weiter ist k in G zu x konjugiert. Da aber k zu kz konjugiert ist, 
und da C,(k) zu V, x D, isomorph ist, folgt jetzt ein Widerspruch. Also ist 
m(R) = 2. 1st (xi stark abgeschlossen in R x (-4 n S) beztiglich G, so folgt 
wie eben ein Widerspruch. 
Sei Y eine Involution aus R - x“, die in G zu einer Involution aus Z(S) 
konjugiert ist. Dann enthalt C,( r eine elementar abelsche Untergruppe von ) 
der Ordnung 16. Sei E diese Untergruppe. Dann ist N,(E) > N,I(E). Das 
liefert nun aber, dafi Y zu x konjugiert ist. Das liefert nun mit [14] einen 
Widerspruch, falls S = R ‘4 (-4 n S) ist. Also gibt es ein Element k in S, 
das auf il einen auReren Automorphismus bewirkt. Weiter ist dann 
C,(k) = ,{s>,. Da aber k zu kz konjugiert ist, folgt nun, da0 k zu keinem 
Element aus R x (A IT S) in G konjugiert ist. Mit [20] folgt jetzt ein 
Widerspruch. Insgesamt haben wir gezeigt, daR x nicht 2-zentral ist. 
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Man sieht nun leicht, dal3 z 2-zentral ist. Setze Ni = C,(x) und 
N = N,/O(N,). Da C,(z)/O(C,(z)) einen Subnormalteiler SLa(3) enthalt, 
folgt, da Nkeinen Subnormalteiler SL,(p) enthalten kann, da0 Nr au&bar ist. 
Sei nun P eine Sylow 3-Untergruppe von C,(z)/O(C,(z)). Sei Q eine 
maximale 2-Untergruppe von N, die von (x, P) normalisiert wird. Da 
[Q n Hi , P] keine Vierergruppe enthalt, folgt, dal3 P jede charakteristische 
abelsche Untergruppe von [Q, P] zentralisiert. Mit [25, III Satz (13.6)] 
folgt nun, daB [Q, P] zu Qs isomorph ist. Das liefert jetzt, dal3 N einen Sub- 
normalteiler U enthflt, der z enthalt und zu S&(3) isomorph ist. Mit (1.2) 
folgt dann Widerspruch. 
(4.2) LEMMA. Es gilt eine der folgenden Aussagen. 
(i) A/Z(A) ist zu Ml, , M,, oder U,(4) isomorph. 
(ii) A/Z(A) ist zu Sx(8) isomorph. Weiter ist zwei ein Teiler der Ordnung 
van Z(A). 
Beweis. Seien beide Aussagen falsch. Dann ist A nach (4.1) zu einer 
Gruppe vom Janko-Ree-Typ oder einer Bender-Gruppe isomorph. Sei 
S, = S n A und Sa = sZ,(S,). Dann ist / S’s 1 > 8. Weiter ist S, abelsch. 
Mit [19] erhalten wir, dal3 A einfach ist und M = A gilt. Die Struktur von A 
liefert, da8 es ein Element p mit o( p) > 3 gibt, das transitiv auf Ss# operiert. 
Wegen der Bedingung 31, folgt, da8 es keinen Durchschnitt zweier Sylow 
2-Untergruppen von G geben kann, der S, x (x) enthalt. Also ist 
S = R x S, . Weiter erhalten wir, da8 es eine Sylow 2-Untergruppe T 
von G gibt, die S enthalt und von p normalisiert wird. Dann liegt S, in 
Z(T). Sei nun r ein Element aus T, das in G zu einem Element aus Ss kon- 
jugiert ist. Wegen der Bedingung 31 fur G, folgt, da8 r in Z(T) liegt. 1st x 
nicht 2-zentral, so folgt, da0 S, = C&(Z(T)) ist. Dann ist aber Ss stark 
abgeschlossen in T beziiglich G. Anwendung von [lo] liefert jetzt einen 
Widerspruch. Also ist x 2-zentral. Dann ist S eine Sylow 2-Untergruppe 
von G. 1st G = Gi , so folgt nun, da13 Z(S) stark abgeschlossen in S beziiglich 
G ist. Anwendung von [IO] liefert wieder einen Widerspruch. Sei nun G # Gr . 
Sei S, das volle Urbild von S in Gi . Dann folgt, daB Z(S,) eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 enthiilt. Wieder ist dann Z(S) 
stark abgeschlossen in S beziiglich G. Anwendung von [IO] liefert wieder 
einen Widerspruch. 
(4.3) LEMMA. Die Ordnung won Z(A) ist ungerade. 
Beweis. Sei zwei ein Teiler der Ordnung von Z(A). Mit (4.2) und [19] 
folgt, dal3 A zu fii, oder einer Untergruppe von SG) . rsomorph ist. Da 
aber &Zi, keine 31-Gruppe ist, folgt, dal3 A zu einer Untergruppe von Ss) 
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isomorph ist. Sei A, eine Sylow 2-Untergruppe von A. Dann ist S = A, x R. 
Es gibt ein Element Y von der Ordnung sieben, das auf S operiert. Da A, 
wegen der Bedingung 31 fur G, niemals im Durchschnitt zweier Sylow 
2-Untergruppen von G enthalten sein kann, folgt, daR es eine Sylow 2-Unter- 
gruppe T von G gibt, die S enthalt und von v normalisiert wird. 
1st x nicht 2-zentral, so folgt wie in (4.2) ein Widerspruch, da A, eine 
elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung acht enthalt, die in 
Z(T) enthalten sein muI% Sei also x 2-zentral. Dann sei Sa wieder das volle 
Urbild von S in G, . Es folgt nun, daB jedes Element a aus S, mit a2 sZ(Gr) 
eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 in Sa zentralisiert. 
Wegen der Bedingung 31 fur G, folgt, dal3 Z(S) stark abgeschlossen in S 
beziiglich G ist. Anwendung von [lo] liefert jetzt einen Widerspruch. 
(4.4) LEMMA. Die Komponente A ist nicht zu U,(4) isomorph. 
Beweis. Sei A s U,(4). Sei weiter H, das volle Urbild von H in G, . 
Setze lVa = L(Ha). Hat Ma zwei Komponenten, so folgt, wegen der 
Bedingung 31 fur G, , da13 M zu A, x Ua(4) oder Ua(4) x U,(4) isomorph 
ist. Weiter ist dann S = (M n S) x R. Da x maximal war, folgt nun, da8 s 
2-zentral ist. Dann ist aber Z(S n A) stark abgeschlossen in S beziiglich G. 
Mit [8] folgt jetzt ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, daD M = A g 
U,(4) gilt. 
Wir nehmen zunachst an, da8 x nicht 2-zentral sei. Sei weiter zunachst 
S = R x (A n S). Die Struktur von A liefert, dal3 es eine zyklische Gruppe 
von der Ordnung 15 gibt, die A n S normalisiert und R zentralisiert. Sei 
P diese Gruppe und w ein Element von der Ordnung fiinf aus P, weiter T 
eine Sylow 2-Untergruppe von G, die S enthalt, und schlieBlich S, eine 
Untergruppe von T, die S enthalt und maximal ist beziigiich der Eigenschaft, 
daB sie von P normalisiert wird. Sei S, # T. Dann ist No(&) nicht 2- 
abgeschlossen. Sei S, ein Urbild von S, in Gr . Dann ist m(S,) = 3. Weiter 
ist [S, , W] = A n S. Sei S, # S. Dann folgt, da x in C,l(~) liegt, daR 
R z 2, ist. Das liefert nun aber, dal3 1 S, : S 1 = 4 ist. 
Sei zuerst 1 S, : S 1 = 4. Wir wissen, da8 No($) auflosbar ist. Weiter ist 
O,(N,(S,)/S,) = 1. Die Struktur von C,l(w) liefert, dal3 jede Sylow 2-Unter- 
gruppe von NQ+((w)) in S, enthalten ist. Das liefert jetzt, dal3 No(&) ein 
normales 5-Komplement besitzt. Sei S, eine Sylow 2-Untergruppe von 
Ne(Sr), die von w normalisiert wird. Da such x diese Gruppe normalisiert, 
folgt, [S, , w] = A n S. Dann ist aber S, = S, . Das ist ein Widerspruch. 
Sei jetzt S, = S. Dann wird 1 No(Z(S))] durch fiinf geteilt. Weiter enthalt 
No(Z(S))/S eine zu A, oder A, x 2, isomorphe Untergruppe. Die Sylow 
2-Untergruppen von No(Z(S))/&(Z(S)) sind elementar abelsch von der 
Ordnung vier. Das ist jetzt aber ein Widerspruch. 
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Sei S, = T. Dann ist Z(A n S) in Z(T) enthalten. Sei T, das volle Urbild 
von T in Gr . Dann ist Z(A r\ S) in Z(T,) enthalten. Mit [lo] folgt jetzt 
G = G, . Nach [13] ist der sektionale 2-Rang von G mindestens ftinf. Mit 
[26] folgt, da8 es in T eine elementar abelsche Untergruppe E von der 
Ordnung acht gibt, die normal in T ist. Sei Y eine Involution aus T, die nicht 
in Z(T) liegt. Weiter sei Y zu einem Element aus Z(A n S) in G konjugiert. 
Wir wahlen r so, dal3 [ C&(r)/ maximal ist. Da Y in A n S eine zu 2, x 2, 
isomorphe Untergruppe zentralisiert, folgt, dal3 r ein Quadrat in C-(r) ist. 
Also ist r in E enthalten. Das liefert, daD N,(E)/&(E) zu L,(7) isomorph ist. 
Das ist aber ein Widerspruch zu der Generalvoraussetzung, dal3 die 2-lokalen 
Untergruppen auflijsbar oder nicht 2-constrained sind. 
Somit haben wir gezeigt, dal3 S ein Element K enthdt, das auf A einen 
aul3eren Automorphismus induziert. Setze F = Gr(Z(S)). Dann ist 
N,(F)/&(F) zu A, oder A, x 2s isomorph. Damit folgt, da0 N,(E) eine 
2-Gruppe U enthalt mit 2 1 U / = / No(F) die von P normalisiert wird. 
Da [U, w] = A A S ist, folgt, dal3 N,(Z(A n S)) > N,(Z(A n S)) ist. 
Da x nicht 2-zentral ist, folgt, dal3 N,(Z(A n S)) auflijsbar ist. Setze N = 
N,(Z(A n S))/O(N,(Z(A n S))) und Q = O,(N). Dann ist [Q, W] = A n S. 
Da auf A n S keine zu JYs isomorphe Gruppe operieren kann, ist 
1 N,(Z(A n S)): C,(Z(A n S))/ = 3. Da R nicht in Q liegen kann, folgt 
jetzt, dal3 Q in einem Durchschnitt zweier Sylow 2-Untergruppen von G 
enthalten ist. Das liefert Q = U. Da w in O,,,(N) enthalten sein mu& folgt 
nun, daB T = U(k) eine Sylow 2-Untergruppe von G ist. 1st G = G, , so 
zentralisiert jede Involution aus T eine elementar abelsche Untergruppe von 
der Ordnung 16 in T. Das liefert wegen der Bedingung 31, dal3 Z(T) stark 
abgeschlossen in T beziiglich G ist. Anwendung von [lo] liefert jetzt einen 
Widerspruch. Sei G =f G, . Sei weiter T3 das volle Urbild von T in G, . 
Dann hat &(Z(T,)) die Ordnung acht. Das liefert, daB Z(A n S) stark 
abgeschlossen in T beziiglich G ist. Wieder liefert [lo] den Widerspruch. 
Sei zuletzt x 2-zentral. Sei r eine Involution aus S, die zu einem Element 
aus Z(A n S) in G konjugiert ist. Sei S, das volle Urbild von S in Gr . Dann 
zentralisiert Y in S, eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 
16 oder ist in Z(A n S) enthalten. Insbesondere ist wegen der Bedingung 
31 Z(A n S) stark abgeschlossen in S beziiglich G. Mit [IO] folgt jetzt der 
Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(4.5) LEMMA. Es gibt kein GegenbeispieZ vom Typ (B). 
Bewe-is. Sei Gr ein Gegenbeispiel vom Typ (B). Sei G = G,/Z(Gr). Sei 
weiter x eine Involution aus G, so da8 L(C,(x)/O(CG(x))) eine Komponente 
A enthdt, die nicht zu A, , A^, ,L,(q) oder S&(q), q ungerade, isomorph ist. 
Sei x so gewahlt, daB fur alle Involutionen y aus G mit 1 C&V)\~ > j C,(X)\, 
2-SYLOW DURCHSCHNITTEN VOM RANG <3 455 
alle Komponenten von L(C,(y)/O(C,(y))) zu A, , a, , S&(q) oder L,(p), 4 
ungerade, isomorph sind, falls C,(y) njcht au&bar ist. 
Nach (4.3) ist die Ordnung von Z(A) ungerade. Weiter ist nach (4.2) und 
(4.4) A zu M,, oder MI, isomorph. Da MI, eine 3I-Gruppe und &r, eine 
41-Gruppe ist, folgt, da13 A zu MI, isomorph ist. Also ist eine Sylow 2-Unter- 
gruppe S von C,(x) zu R x S,, isomorph, wobei R eine Sylow 2-Unter- 
grwe van CC,(~)~O(C,~-~) und SIG eine Semidiedergruppe von der 
Ordnung 16 ist. Sei S, das volle Urbild von S in G, und R, das volle Urbild 
von R in G, . Dann ist S, = R, x S,, . Da nach [13] der sektionale 
2-Rang von G, mindestens ftinf sein mu@ folgt mit [26], daf3 R, eine 
normale Vierergruppe enthalt. Das widerspricht aber der Bedingung 31. 
Somit ist das Lemma bewiesen. 
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